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2  热力学与分子运动论  

上一章中所描述的原子理论的成功应用并未使所有科学家信服原子的存在。部分原因是十九世
纪上半叶出现的一个极具吸引力的竞争对手——热力学的物理理论。正如我们将在本章前三节
中看到的，从热力学我们可以推导出具有广泛普适性的强有力的结论，不需要假设原子或分子
的存在。但是热力学并不能达成一切。2.4节将描述分子运动论的降临，该理论基于物质乃是
由大量粒子组成的假设，并被推广为统计力学。从这些理论中热力学可以被推导出来，而再结
合原子假设，其理论产出的结果比之仅由热力学所得远为强大有力。尽管如此，直到2.5节中
描述的物质颗粒性的直接证据出现，原子的存在才几乎被普遍接受。 

2 .1  热与能量  

热力学发展的第一步是认识到热是能量的一种形式。尽管今天对于我们而言如此熟悉，但对于
十九世纪初的物理学家和化学家来说，这远非显而易见。直到1840年代热普遍被认为是一种流
体，Lavoisier（拉瓦锡）称之为热质（caloric） 。热质理论在1816年被Pierre-Simon Laplace1

（皮埃尔-西蒙·拉普拉斯，1749–1827）用以计算声音的速度，在1807年和1822年被Joseph 
Fourier（约瑟夫·傅里叶，1768–1830）用以计算热的传导，在1824年被Sadi Carnot（萨迪·卡
诺，1796–1832）用以计算蒸汽机的效率。正如我们将在下一节中看到的，Carnot的工作成为
了热力学的基础。让事情更为混乱的是，另一些科学家认为热是某种波。这反映出当时对现今
叫做红外辐射的东西本质是什么并不确定，红外辐射由William Herschel（威廉·赫歇尔，
1738–1822）在1800年发现。 

 译者注：第一章1.3节所描述的早期电学，与早期热学颇为相似，电流与热流都被作为如同水流一般的流1

体，但不是质量流。经验上看，至少对于各种稳恒流动，其流密度都正比于某种“势”梯度：电流密度正比于
电势梯度 （Ohm定律），热流密度正比于温度梯度 （Fourier定律），流体体块质量流密度
正比于压强梯度 （Darcy定律），甚至扩散流也正比于浓度梯度 （Fick定律）。

j ∝ ∇V j ∝ ∇T
j ∝ ∇p j ∝ ∇ν



热作为能量  

1798年，Benjamin Thompson（本杰明·汤普森，1753–1814）——一位在英国的美国侨民
——提供了反驳热是流体这一观点的证据。（Thompson还以Count Rumford（伦福德伯爵）
为人所知，这是他后来担任奥地利军事顾问时所获得的头衔。）众所周知，钻挖炮膛时产生热
量，可以被设想成是由于从铁中释放出热质，但Rumford观察到如果在钻膛过程中将大炮浸入
流水中而使热量被带走，那么能够产生的热量就没有上限 。 2

第一次对热之中能量的测量是由James Prescott Joule（詹姆斯·普雷斯科特·焦耳，1818–
1889）在1840年代中期提供的。在他的实验装置中，下落的重物转动水箱中的桨叶，从而把
水加热。  千克质量上的重力为  倍的重力加速度，  米/秒  或者  牛顿每千克。功是
力乘距离，于是  千克下落  米距离，给予其一份能量等于  牛顿·米（newton meters），
也就是现在所称的  焦耳。Joule发现，由这个下落的重量所驱动的桨叶会将  克水的温
度提高 ，因此桨叶产生的热量等于  卡路里，其中卡路里被定义为将一克
水温度提高一摄氏度所需的热量。于是Joule可以得出结论：  焦耳等价于  卡路里，所以
一卡路里等价于  焦耳。现代值为  焦耳。1847年普鲁士医生和物理学家
Hermann von Helmholtz（赫尔曼·冯·亥姆霍兹，1821–1894）提出了能量的普遍守恒观念，
无论以动能、势能、化学能还是热能的形式。但热究竟是什么样的能量呢？对于一些十九世纪
的物理学家来说这个问题无关紧要。他们发展了热的科学，即称为热力学，不依赖于热能的任
何详细模型。然而在有一个情境下热能的本质似乎是显而易见的。在其1857年伟大论文《我们
称之为热的运动之本质》（The Nature of the Motion which We Call Heat）中，Clausius发现至少
气体的部分热能是其分子的动能。 

动能  

动能的概念很早就为人所熟知。如果一个稳恒的力  作用在质量为  的粒子上，它会产生加
速度 ，因此在时间  后物体的速度为 。这段时间内所行进的距离是  乘以平均
速度 ，在粒子上所做的功是力乘以这段距离： 

 

m m 9.8 2 9.8
1 1 9.8

9.8 100
0.023 ∘C 0.023 × 100

9.8 2.3
9.8/2.3 = 4.3 4.184

F m
F/m t v = Ft /m t
v/2

F × t ×
Ft
2m

=
F2t2

2m
=

mv2

2

 译者注：如果认为热是流体（一种物质），那么能从某一物体上流出的热至少应该是有限的。但对金属炮2

膛一直钻挖，流出的热质一直被水带走；只要钻挖不停，热就似乎无穷无尽。与其说热是本来蕴含在金属中
流出的，不如说更像是钻挖的过程临时产生的。



这份功不是跑去加热水槽——如Joule的实验中那样——而是跑来赋予粒子一份能量 。 

这种能量有一个特殊的性质，即在碰撞中物体接触时保持守恒。考虑两个刚性球  和  之间
的碰撞，其初始向量速度分别为  和 。假设这个力作用的时间间隔  足够短暂，以至于这
段时间内作用在球上的力不显著变化。  对  施加的力与  对  施加的力  等大且反向，
因此Newton第二定律告诉我们  和  的最终速度分别为  和 

。因此，正如Newton所示，动量是守恒的 ： 3

		 	 	 	 （2.1.1） 

在这个短暂时间  内忽略加速度的变化，  和  走过的矢量位移分别等于  乘以其平均速度 
 和 。如果球在这段时间内保持接触，那么它们的位移必须相同，因此 

	 	 	 	 	 	 （2.1.2） 

为了推导出第二个守恒律，将方程（2.1.2）改写为  并对其平方，得到 

 

将其乘上  并加上方程（2.1.1）的平方，这样标量积就会相消。再除以 ，结
果是另一个守恒律 

	 	 	 	 	 （2.1.3） 

这里方程（2.1.1）和（2.1.3）的推导是针对粒子仅在短时间间隔内接触，期间作用在物体之
间的力是恒定的情形，但这并不是必须的本质要求，因为我们可以将任意时间间隔分割成许多
短时间隔，每个间隔中力的变化都可以忽略不计。于是，只要物体仅在接触时才施加力于彼
此，由于  和  在每个时间间隔中都不发生变化，它们就始终不
变。 

1669年Christiaan Huygens（克里斯蒂安·惠更斯，1629–1695）在《学者期刊》（Journal des 
Sçavans）上报告说，他已经确认了  总量的守恒，很可能是通过观察摆锤碰撞，因为摆
锤的初速度和末速度是可以精确测定的。Newton在《原理》（Principia）中称守恒量  为运
动的量（quantity of motion），而Huygens则给予守恒量  名称为活力（vis viva，“living 
force”）。这二个量后来被称为动量（momentum）和动能（kinetic energy）。 

mv2 /2

A B
vA vB t

A B B A F
A B v′￼A = vA + Ft / mA

v′￼B = vB − Ft / mB

mAv′￼A + mBv′￼B = mAvA + mBvB

t A B t
[vA + v′￼A]/2 [vB + v′￼B]/2

vA + v′￼A = vB + v′￼B

v′￼B − v′￼A = vA − vB

v′￼2B − 2v′￼B ⋅ v′￼A + v′￼2A = v2
B − 2vB ⋅ vA + v2

A

mAmB 2(mA + mB)

mA

2
v′￼2A +

mB

2
v′￼2B =

mA

2
v2

A +
mB

2
v2

B

mAvA + mBvB mAv2
A /2 + mBv2

B /2

mv2 /2
mv

mv2 /2

 译者注：或者也可以反过来说，正因为动量被实验发现是守恒的，Newton第三定律才必须成立。3



另一方面，在推导动能守恒时，我们假设粒子仅在接触时相互作用是至关重要的。在气体中这
通常是一个不错的近似，但有长程力——如电磁力或引力——存在时，就不成立了。在这种情
况下动能并不守恒——只有动能加上某种势能之和才是不变的 。 4

比热容  

 个质量为  且方均速度为  的气体分子，其总动能为 。Clausius已经找到了
方均速度和绝对温度之间的关系（1.1.4），根据这一关系 ，其中  是某个
常数（后来被确认为自然界的普适常数），因此总动能为 。质量为 ，分子量为  
的一份气体，包含  个分子，所以总动能为 ，其中  是气体常
数（1.2.4）。Clausius进一步得出结论，要使质量为  分子量为  的气体在恒定体积下温度
升高 ，于是气体不对容器做功，需要能量 。比值  被称为比热
容 ，因此Clausius发现气体在固定体积下的比热容为： 5

	 	 	 	 	 	 	 （2.1.4） 

这一结果须要与另一种比热容的值区分开，后者是在恒定压强下测量的，例如当气体处于具有
可膨胀器壁的容器中时，其体积  可以变化以维持压强  等于周围空气或其他介质的压强。
当压强推动面积为  的一块表面移动小距离  时，所做的功是力  乘以 ，等于 ，
其中  是体积变化。根据理想气体定律（1.2.3）， ，因此如果温度增

N m ⟨v2⟩ Nm⟨v2⟩/2
m⟨v2⟩/2 = 3kT /2 k
3NkT /2 M μ

N = M/μm1 3M RT /2μ R = k /m1

M μ
dT dE = 3M RdT /2μ dE / MdT

Cv = 3R / 2μ

V p
A dL pA dL pdV

dV = AdL pV = RTM/μ

 译者注：如果存在长程力不需要接触就可以做功，方程（2.1.2）就不再成立（相互作用过程中  与  不4

需要保持相对速度不变）。
A B

 译者注：之前提到过，热流与电流现象上颇为相似，导热和导电的经验定律都是流密度正比于某种势5

（potential）的梯度 ，热流情况是温度 ，电流情况是静电势 。而流动被想象成物质中
某种东西（热/热质或电荷）多了或者少了，这就可以有物体“存储”热或电的想法，进而有热容器（heat 
capacitor）与电容器（electric capacitor）的概念。度量其“存储能力”的指标就是热容量（heat capacity）
和电容量（electric capacitance），定义为每单位“势”变化流进流出多少热或电，都写为字母 ：

 或 ，前者  是热量，后者  是电量。接下来就可以再细分为不同情形下的热或电
容量，比如热容量有固定体积 、固定压强  等。理论和实验都意识到，一般热/电容量都与热/电容器系

统的某些尺寸有关（比如其他因素相同时，热/电容量正比于“存储”系统的面积 ，体积 ，质量 ，分子
数  等广延量），于是可以进一步定义和讨论“每单位广延量的热/电容量”，称为比热容（specific 
capacity）或比电容（specific capacitance），如正文中出现的固定体积每单位质量的热容量  
（作者使用了符号 ，也可以用如 ），常见的还有固定体积每分子的热容量  等。

j ∝ ∇ϕ ϕ = T ϕ = V

C
C = dQ /dT C = dq/dV Q q

CV Cp

A V M
N

Cv = CV /M
Cv cV c̃V = CV /N



加一个量 ，那么在定压下气体做的功是 ，于是这一温度升高需要能量 
。换句话说，定压下的比热容为 

	 	 	 	 	 	 	 （2.1.5） 

这一结果经常以比热容之比的形式表达， 

	 	 	 	 	 	 	 （2.1.6） 

因此Clausius发现，如果气体的所有热量都包含在分子的动能中，则 。 

这一结果与常见的双原子气体——如氧气或氢气——比热容的测量结果不符，Clausius引用测
量结果给出 。后来发现，对于像汞蒸气这样的单原子气体  确实等于 ，但这就留
下一个问题，在非单原子的普通气体中能量以何种形式存在？ 

为了对付这个问题，Clausius提出气体的内能大于分子动能，比如说大了因子  倍，其中 
 是某个正数。于是取代方程（2.1.4），我们有 

	 	 	 	 	 （2.1.7） 

而取代方程（2.1.5）， 

	 	 	 	 （2.1.8） 

这样比热之比就是 

	 	 	 	 	 	 （2.1.9） 

这经常被表达成（尤其是在天体物理学中）内能密度  的公式，以压强和  来表示： 

	 	 （2.1.10） 

对于像  和  这样的双原子气体，  的观察结果表明，这些气体的内能大出分子动能
一个因子，是其  倍。对于像  或  这样更复杂的分子，测量给出的  值更
接近 ，表明这些分子的  值更大。直到能量均分的理论构想出炉，这些  和  取值的原因才
变得清晰，我们将在 2.4 节讨论。 

dT pdV = RM dT /μ
3M RdT /2μ + M RdT /μ = 5M RdT /3

Cp = 5R / 2μ

γ ≡ Cp / Cv

γ = 5/3

γ = 1.42 γ 5/3

1 + f
f

Cv = (1 + f ) × 3R /2μ

Cp = (1 + f )3R /2μ + R /μ

γ = 1 +
2

3(1 + f )

ℰ γ

ℰ = 3 RT M(1 + f )/2μV = 3(1 + f ) p/2 = p/(γ − 1)

O2 H2 γ ≃ 1.4
1 + f ≃ 5/3 H2O CO2 γ

1 f f γ



绝热变化  

经常发生做功是绝热进行的，也就是说，没有热量的传递。在这种情况下，能量守恒告诉我
们，膨胀流体所做的功必须由其内能  的减少来平衡： 

	 	 	 （2.1.11） 

对于理想气体，每单位体积的内能  由方程（2.1.10）给出，于是这告诉我们 

 

因此，在一个绝热过程中， 

	 	 	 	 	 	 （2.1.12） 

或者，因为对于固定质量 ， 

	 	 	 	 	 （2.1.13） 

这与等温过程形成对比，后者温度是常数且 

 

方程（2.1.12）对声速有直接的影响。在可闻频率下，典型的热传导通常太慢而无法产生效
果，因此携带声波的流体其膨胀和压缩是绝热的。作为流体动力学的一个标准结果，由 
Newton证明，声速是 

 

Newton设想声波中的压强  应与密度  成正比，这会给出 ，但事实上在可闻频率
压强由绝热关系（2.1.12）给出，  比Newton的值大一个倍数 。 

理 想 气 体 中 的 声 速 *  

上文提到流体动力学的一个标准结果给出了气体中的声速 ，我们在此详细一点展示这个模型

计算。如果读者尚不熟悉输运过程的守恒流方程（2.5.3），（2.5.4）或者Navier–Stokes方程

（2.5.16），不妨在阅读完2.5节输运现象之后再回溯本节的推导。 

ℰV

0 = p dV + d(ℰV ) = (p + ℰ) dV + V dℰ

ℰ

0 = γp dV + V dp

p ∝ V−γ ∝ ργ

p ∝ T / V

T ∝ V1−γ ∝ ργ−1

p ∝ V−1

cs =
∂p
∂ρ

p ρ cs = p / ρ
cs γ

cs



考虑理想气体中的声音传播，经验上讲，气体局部快速振动不仅有体块流速（bulk 

velocity），而且伴随着其密度与压强的变化。无论我们将何种机械波动/振动界定为声波

（acoustic wave），都可以首先写下质量与动量守恒所对应的守恒流方程 

                        	 	 	 	 	 	 （2.1.a） 

     	 	 	 	 	 	 （2.1.b） 

其中  为气体密度，  为宏观体块流动的流速场，  是动量流密度张量。后文2.5

节大费周章讨论这个张量的形式，除了体块流动项 ，各向同性的压强项 （相当于单独拿

出  的迹（trace），  为恒等矩阵），还有无迹（traceless）的粘滞力项 ，这样动量守恒

（2.1.b）就写成 

	 	 	 	 （2.1.c） 

考虑最简单的无粘滞情况  ，声波能量无耗散（至少在我们关心的时空尺度范围内近似6

成立），（2.1.c）简化为： 

	 	 	 	 （2.1.d） 

（2.1.a）和（2.1.d）二个方程出现了三个场，密度 ，流速  和压强 ，还需要理想气体状态

方程，压强与密度并非完全独立 

	 	 	 	 	 	 （2.1.e） 

（2.1.e）中已经将分子数密度  替换为质量密度 ， ，其中  为气体分

子质量，  为气体分子摩尔质量。现实经验上讲，比如空气中的频率可闻的声音传播过程，气

体压强（日常大气压）、密度和宏观速度（比如风速）并无显著变化，也就是说这三个量都是

围绕其平衡值（无声波时的热力学平衡值）的小幅抖动，即 

， ， 	 	 	 	 （2.1.f） 

其中 ， ，  为常数。与其讨论完整的 ， ，  方程，我们真正想要的是“微扰”

（perturbation）小量 ， ，  满足的动力学方程（下标  意思是acoustic）；因为我们并不

∂
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σ = 0

∂
∂t (ρv) + ∇ ⋅ (ρvv) + ∇p = 0
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n ρ nk = ρ(k /m) = ρ(R /μ) m
μ

p = p0 + pa ρ = ρ0 + ρa v = v0 + va

p0 ρ0 v0 p ρ v
pa ρa va a

 译者注：动量守恒最低阶近似（Navier–Stokes方程，后文2.5节详述）将粘滞项写成 6

，无粘滞也可以说成粘度 。σ = − η (∇v + (∇v)T − 2
3 ∇ ⋅ v 𝕀) η = 0



关心气体作为介质整体的压强和流速，而关注局部气体块的小幅振动（类比弹簧振子振动的问

题，我们并不关心弹簧松弛时的原长），也就是气体局部对上述三个平衡值的偏离。  和  

经常是由边界条件给出的，为了方便取 ，意思是选择了气体无整体宏观流动的参照系。

截止到小量 ， ，  的最低阶（一次方），（2.1.a）成为 

	 	 	 	 	 	 （2.1.g） 

同时（2.1.d）成为（注意  本身已经是二次方/二阶小量，忽略掉） 

	 	 	 	 	 	 （2.1.h） 

方程（2.1.g）和（2.1.h）已经都简化成了线性方程。对（2.1.g）两侧再取时间导数 ，

（2.1.h）两侧再取散度 ，就得到 

 

 

以上二式消去含  的共同项，得到 

	 	 	 	 	 	 （2.1.i） 

（2.1.i）已经十分接近波动方程形式，最后需要的一块拼图是压强与密度的函数关系。理想气

体状态方程（2.1.e）并不自动指定声波振动对应的确切物理过程，还需要额外的分析。如正文

上一节中所述，对于空气中声波典型的可闻频率大约 ，如此迅变的振动，气体

局部小块互相推动做功而几乎来不及导热，接近于绝热过程，其模型对应（2.1.11），即假设

宏观看来振动的气体微分小块依然处于热平衡，其对外做功要以消耗内能为代价。用内能密度 

 表达绝热过程的能量守恒（即热力学第一定律）： 

，	即 		 	 	 （2.1.j） 

而对于理想气体，其内能密度与压强只相差一个因子（2.1.10） 

	 	 	 	 	 	 	 （2.1.k） 

注意理论推演至此，尚未完整论证（2.1.10）或（2.1.k）中的  对特定的（分子组成确定的）理

想气体是常数。我们捋一下基本脉络，如作者原文所述，Clausius基于“内能即分子动能”所预
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γ



言的  与实验值有出入，因而对每分子动能  人为引入了一个

额外因子  来表达每分子内能 ，其中  为分

子质量，  为分子速度平方平均值，  为分子数。每分子内能表达式中温度  之前的系数 

 就是每分子定容比热，而每分子定压比热比之大 ；

定压与定容比热之比就是 。显然参数  和  可以互相等价表示： 。倘

若气体分子内能就完全是分子动能，那么Clausius论证了  是不依赖分子类型的常数

（相当于 ），而后人为引入非零的  值虽然可以匹配实验测量的单原子、双原子、三原子

等不同类型分子气体的  值，但理论上依然欠缺其应该是常数的机理。我们不妨暂且将  看作

经验常数，到后文2.4节中讨论能均分定理时，会给出  或  取值满意得多的论证。 

接受半经验的（2.1.k）并代入（2.1.j）就得到理想气体绝热过程压强与体积如何互相依赖 

 	 	 	 	 	 	 （2.1.l） 

同时，考虑气体宏观局部一个微分块这个系统，分子数不变的情况下其质量密度 

，其中  为微分块的分子数密度，  为微分块中固定的分子总数，  作为  的函数微

分得 

，	 即 	 	 	 （2.1.m） 

用（2.1.m）将（2.1.l）中体积替换为密度，我们就得到绝热过程压强如何是密度的函数 

 

积分得 ，我们需要的是微扰量的函数关系  或者写成等式 

 

我们看到，截止到一阶小量（一次方）的话，压强扰动  与密度扰动  成正比 

 

将  代入（2.1.i），就得到压强与密度微扰项满足相同的波动方程（波动方程一

个解的若干倍必然满足同一方程，这也正是线性微分方程的基本性质之一） 
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，	 		 	 	 （2.1.n） 

其中声速由压强和密度平衡值（常数）来表达，当然也可以由理想气体状态方程（2.1.e）改为

用温度表达 

	 	 	 	 	 	 （2.1.o） 

尝试数据计算：标准大气压 ，  下空气密度 

，实验值（也是2.4节中理论预言值） ，（2.1.o）算出 ；

如果将空气简化成  氧气（  分子量 ）和 氮气（  分子量 ），平均分子量 

，则算得 ，都与  下空气声速测量值  十分接近。 

更一般地，如果不先假定高速振动是绝热过程，而考虑更任意的气体瞬间过程，只要压强还是

密度的性质良好的函数，就可以在平衡值  处Taylor展开至一阶/一次项 

 

对比  立刻可以辨认出 ， ，微扰压强和微扰密度依然是

线性关系，只是比例系数写成了更一般的形式。代入（2.1.i）同样得到  和  满足的相同的

波动方程（2.1.n），唯一区别是声速写成了 

	 	 	 	 	 	 	 （2.1.p） 

很明显如果是绝热过程 ，则 ，（2.1.p）就给出（2.1.o）的结果。 

还剩下气体体块振动的速度场  没有讨论，从（2.1.h）立刻可以得到（代入 ） 

	 	 	 	 	 （2.1.q） 

如果已解出满足波动方程（2.1.n）的  或者 ，从（2.1.q）积分可以得到也是波动形式的流

速场 ，更重要的是，（2.1.q）告诉我们流速场  是无旋场 
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因为等式右侧是个梯度场永远无旋，也就是说 ，只要  初始值为零就永远

为零。现在我们再直接看  满足的动力学方程，对（2.1.g）二侧计算梯度 ，对（2.1.h）二侧

计算时间导数 （并将  代入）得到 

，	  

从上二式中消去含有  的共同项，就得到  的方程 

 

其中 ，而我们已经证明了 ，于是就得到流速场  

满足与压强场 ，密度场  相同的波动方程 

		 	 	 	 	 	 （2.1.r） 

（2.1.r）意味着，不仅气体中局部的压强扰动  和密度扰动  都协调一致地围绕其平衡值振

荡，不妨想象成局部气体块不断膨胀收缩，以速率  传播；而且局部气体块瞬时速度也在同步

振荡，运动方向反复变化，而且这种位置的局部偏移也以同一速率传播。值得一提的是，压强 

 和密度  都是标量场无所谓方向问题，而流速  的方向就是气体块在空间振动的方向。初

级教材经常强调，气体/空气中的声波是纵波（longitudinal wave），其振动方向与传播方向一

致，没有横波（transverse wave）成分。我们的数学模型可以自动给出这个结论： 

1. 从（2.1.q） 看，速度场的“加速度”  总指向压强梯度  或者密度梯度  的反方

向（压强降低最快的方向），也就是与膨胀压缩所形成的波前（wave front，或者叫等相

面，这里也就是等压/等密度面）相垂直，正是波传播的方向。 

2. 考虑任意一组平面波解，它们构成一组完备Fourier基底（Fourier basis），可以展开表达任

何波动方程的解： 

	 	 	 	 	 （2.1.s） 

或者复数形式（此时  是复向量，位相  已经包含在速度场的振幅  之中 ） 

	 	 	 	 	 （2.1.t） 

其中角频率  和波数（wave number）  的关系为 ，（2.1.s）和 （2.1.t）已经满

足波动方程（2.1.r）。我们来看任意一个Fourier分量（平面波）  方向与波传播方向（即 
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 方向）之间的关系，  是无旋场这一事实  是个关键，对于任意平面波

（2.1.t）立刻得到 

	 	 （2.1.u） 

方程（2.1.u）就是在说任意瞬间气体块偏移平衡位置振动的方向（速度  方向）都与波动

传播的方向（  方向）平行，即气体中的声波为纵波 。 7

2 . 2  绝对温度  

我们一直在随意地讨论温度，但其确切含义是什么？要给予“一个物体比另一个物体温度高”这
一陈述一个精确意义并不难，可以通过对日常经验的一种推广——有时被称为热力学第二定律
（第一定律是能量守恒）来实现。对热流的观察表明，如果热可以自发地从物体  流向物体 
，那么它就不能自发地从  流向 。于是我们可以说  的温度  高于  的温度 。我们定
义二个物体处于相同的温度的条件是：热不能自发地从任何一者流到另一者，除非对这二个物
体做功。以这种方式定义的温度被观察到具有传递性（transitivity）：如果热可以从物体  自
发流向物体 ，并且从  到物体 ，那么它也可以自发从  到 。这是温度与实数共享的一
个性质——如果一个数  大于 ，且  大于 ，则  也大于 ——也是温度可以被用实数表示
的一个必要条件。 

我们可以从一个更“数学化”（数学模型）的角度来理解，温度是作为何种数学结构而存在的。 

在数学上，任何满足自反性（reflexivity） 、对称性（symmetry） 、传递性

（transitivity） 且  的关系 “ ” 都被称为等价关系（equivalence 8

relation）。对一个集合定义某种等价关系后，我们可以严格地证明，这个集合可以被划分为
一组互不重叠的“等价类”，相互等价的元素算作一类，每个元素恰好属于一个等价类，不重不

k va ∇ × va = 0

∇ × va = ik × V exp (i(k ⋅ x ± ωt)) = ik × va = 0

va

k
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B B A A tA B tB

A
B B C A C

a b b c a c

a ∼ a a ∼ b ⇔ b ∼ a
a ∼ b b ∼ c ⇒ a ∼ c ∼

 译者注：做个比较，真空中的电磁波则为横波：无电荷  与电流  时，Maxwell方程组的平面波解7

（Fourier基底）为  和 （具体参见正文第三章3.1节下“电磁自
由度”），分别代入二个Maxwell方程  与 ，就得到  和  ——电磁
波的传播方向（  方向）与电场和磁场方向都垂直。

ρ J
E(x, t) = E0 ei(k⋅x ± ωt) B(x, t) = B0 ei(k⋅x ± ωt)

∇ ⋅ E = 0 ∇ ⋅ B = 0 k ⋅ E0 = 0 k ⋅ B0 = 0
k

 译者注：注意，等价关系里的传递性是指“等号”（或者更一般的，等价符号 ）可以传递  且  8

则 ，而不是上文中自发热流的传递性。
∼ a = b b = c

a = c



漏。这些等价类可以看作是对集合元素按某种共性划分出的“类型”，而每一个类都可以赋予一
个“标签”来标识。这个结论不是经验性的，而是数学上的逻辑必然，是我们对“关系”结构本身
的一种理解。 

温度就是这样一个“标签”的物理体现：如果我们把“热平衡”看作一种等价关系——它满足自反
性（任一物体与自身热平衡）、对称性（如果  与  热平衡，则  与  热平衡）、以及传递

性（如果  与 、  与  都热平衡，则  与  也热平衡）。那么所有处于热平衡的物体就属
于同一个等价类，也就应当被赋予同一个“标签”：温度值。换句话说，温度不是人为随意引入
的，而是热平衡等价结构内在要求的分类依据。 

这种解释也许听起来略显抽象甚至教条，毕竟在日常经验中，我们对温度的感知往往是更直接
的，比如冷暖，而不是先观察热平衡——现实中我们甚至无法脱离温度定义热平衡是什么意
思。但从理论建构角度看，我们完全可以反过来：以热平衡为起点，以等价结构导出温度的存
在，并最终将整个热力学建立在类似这样的公理体系之上。 

这种等价关系的结构，后来被称为热力学第零定律 。它为温度的定义奠定了逻辑基础，也使9

得后续的第一、第二、第三定律能有一个共同的起点。 

但这并没有赋予任何温度的特定数值以明确意义，甚至没有对温度的数值之比给予意义。如
果，对于温度  的某种定义，比较  的值告诉我们热流的方向，那么任何单调函数  都可
以起到相同作用。传统习惯上温度是由温度计定义的。某种液体柱——如水银或酒精——装在
一个玻璃管中，在管子被放入冰水或沸水中时，我们标记液柱的高度，并且对于采用摄氏温
标，在管上蚀刻出将从结冰到沸腾的距离  等分的标记。麻烦是不同液体随温度增加的膨胀
程度不同，于是用水银或酒精温度计以这种方式测得的温度不会完全一致。亦或，我们可以尝
试给予用气体温度计所得的温度数值以特别重视，依赖于理想气体定律 ，但该
定律是近似的，仅适用于分子体积可忽略且仅在碰撞接触时相互作用的情况。我们如何能不依
赖于近似关系而赋予温度数值以精确意义呢？ 

C A R N O T循环  

令人惊讶的是，正如Rudolf Clausius（鲁道夫·克劳修斯）在 1850 年的论文  “论热的动力”10

（On the Moving Force of Heat）中所展示的，通过研究热力发动机——即所称的Carnot（卡
诺）循环——可以找到绝对意义上的温度  定义。 

A B B A
A B B C A C

t t 𝒯(t)

100

pV = M RT / μ

T

 译者注：热力学第零定律可以表达成：如果二个系统都与第三个系统热平衡，那么前二个系统相互之间也9

热平衡。1871年Maxwell曾给过一种更早的说法：所有的热都是同一种/只有一种热（All heat is of the 
same kind）。

 作者注： 这篇论文被重印收录于Brush所编的《气体动力学理论——经典论文选集及历史评述》（The 10

Kinetic Theory of Gases – An Anthology of Classic Papers with Historical Commentary），已在参考书目中列出。



Sadi Carnot（萨迪·卡诺，1796–1832）是一位法国军事工程师，法国大革命期间军事胜利的
组织者Lazare Carnot（拉扎尔·卡诺）的儿子，也是第三共和国后来一位总统的叔叔。1824年
Carnot在《论火的动力》（Reflections on the Motive Power of Fire）中研究蒸汽机的效率，并解
释指出“已然蒸汽机开采我们的矿山，推动我们的船只，挖掘我们的港口和河道，锻造铁器，
加工木材，研磨谷物，纺织我们的衣服，运输我们最沉重的货物，等等。”（几年后他大概还
会提到蒸汽推动的火车头——利物浦-曼彻斯特铁路于1830年开通。） Carnot发明了一种理想
化的发动机/热机，被称为Carnot循环（Carnot cycle），我们将看到其具有最高效率，并提供
给绝对温度一种很自然的定义。 

在Carnot循环中，工作流体（如活塞式汽缸中的蒸汽）经历四个无摩擦步骤： 

1. 等温：工作流体对其环境做功，例如推动活塞克服外部压力，同时通过从温度为  的高温
热库吸收热量  而保持流体温度恒定。（我们将继续使用小写字母  来表示对温度的任何
一种定义，只要该定义能够指示热流的方向，而不赋予其具体数值任何物理意义。） 

2. 绝热：工作流体与外界完全隔绝热而且没有内部摩擦，继续膨胀做功，工作流体温度降至
低温热库的温度 ，但无热流进出。 

3. 等温：对工作流体做功，例如向内推动活塞，并向低温热库释放热量  而使流体温度保
持恒定。 

4. 绝热：工作流体再次与其环境完全隔热，对工作流体做功，使其体积降至初始值，并使其
温度升回高温热库温度 。 

在此循环中的工作流体其压强-体积图像是一条闭合曲线，对环境的净做功  等于 ——
也就是，曲线所围成的面积。（参见图 2.1）只要步骤2和 是真正绝热的，能量守恒告诉我们
净做功是 

	 	 	 	 	 	 （2.2.1） 

于是该循环的效率为 

	 	 	 	 	 （2.2.2） 

（我们称其为效率，心中所想的是，就像蒸汽机一样，我们需要支付在较高温度  下取得的热
量 ，而在较低温度  放出的热  则是浪费掉的。） 

任何Carnot循环都是可逆的（reversible），因为任意无摩擦绝热或等温过程都遵循同样路径，
仅依赖于其端点，无论过程向何方向进行。但并非所有热力学循环——循环指工作流体历经一

t2
Q2 t

t1

Q1

t2

W ∮ pdV

W = Q2 − Q1

W / Q2 =
Q2 − Q1

Q2
< 1

t2
Q2 t1 Q1



系列步骤回到初始温度与压强——都是可逆的，尽管它们当然都能量守恒 。想要有可逆性，11

所有步骤都是等温或绝热的还不够——系统还不能有摩擦，如果摩擦存在会成为一个供应热的
内源，这份热不能做功 。 12

热机效率定理  

Carnot循环在热力学中的重要性基于以下定理： 

 译者注：原文此处 they all conserve energy 指热机与热库构成的整个系统总能量守恒，而非单指热机。11

虽然一个循环下来热机的工作流体能量都会复原（工作流体在压强-体积图上每一点都具有确定的能量），
但其能量在循环中并非每时每刻都不变。

 译者注：原文本句“friction, which if present would provide an internal source of heat that is not 12

available to do work”，指的是如果摩擦存在，则相当于在工作流体内部产生了一个（摩擦）生热的源头，
而摩擦所产生的热量无法用于热机（工作流体）做功。

作者图 2.1: 一个Carnot循环（绘图未按比例）。



I. 以上描述的Carnot循环  的效率与任意一般热力学循环  的效率至少同样高。该一般循
环不必要可逆，起始于工作流体从相同高温  的热库吸收热量 ，然后向较低温度  的
热库释放热量，之后回到初始温度与体积，在此过程中做净功 。也就是 

	 	 	 	 	 	 （2.2.3） 

II. 所有从同一温度  的热库吸收热量，用来做功，并向同一较低温度  的热库排放废热的
Carnot循环，都具有相同效率，且其效率只取决于  和 。 

证明 ：如同任何正实数， Carnot循环  所做的功与一般循环  所做的功之比可以被正整数 13

 与  之比近似到任意精度： 

	 	 	 	 	 	 （2.2.4）

由于任何Carnot循环按定义都是可逆的，因此  具有一个逆循环 。这是一个制冷循环，遵
循与  相同的步骤但顺序相反，也就是通过对工作流体做功 ，热量  被从温度  的热库中
拿走，而热量  被投递到较高温度  的热库。设想我们执行一个复合循环 ，该循环
由  次重复  和  次重复  组成。根据方程（2.2.4），工作流体所做的净功为

而从温度  的高温热库拿走的净热量为

 

现在，由于复合循环中没有净功，根据温度  的基本性质，正定 的净热量不可能从更低温度 14

 的热库传输到温度  的热库，所以在循环  中从高温热库拿走的净热量  必须是正定的
或零，因此，利用（2.2.4）式 ， 15

C C′￼
t2 Q′￼2 t1

W′￼

W / Q2 ≥ W′￼/ Q′￼2

t2 t1
t2 t1

C C′￼
N N′￼

W / W′￼= N′￼/ N

C C−1

C W Q1 t1
Q2 > Q1 t2 C*

N C−1 N′￼ C′￼

W* = N′￼W′￼− NW = 0

t2

Q*2 = N′￼Q′￼2 − N Q2

t
t1 t2 C* Q*2

 作者注：本节及下一节的论述基于Fermi（费米）在《热力学》（Thermodynamics）一书中的处理方式，13

该书已列于参考文献中。

 译者注：作者多次使用“正定”（positive-definite）这个词来表示某个变量一定始终都大于零。14

 译者注：这部分证明用通俗一点的语言来说，既然  个一般循环  与  个Carnot循环  做了一样多的15

功： （这是特意凑出来，以便把  个一般循环的输出功输入给  个Carnot循环逆向运转，不
多不少正好用尽），那么  个一般循环  必须比  个Carnot循环  从高温热库吸更多的热：

，否则把  个Carnot循环  逆过来运行，就能把  这么多功还回去，热机状态也都复原
了，最终净余效果就是从低温热库向高温热库传输了一些热，而这是被禁止的（不符合经验原理的）。  
个  与  个  功一样而吸热更多，这样算下来，功与吸热之比分配到每单独一个  和  头上，就一定
有 。

N′￼ C′￼ N C
N′￼W′￼= NW N′￼ N

N′￼ C′￼ N C
N′￼Q′￼2 ≥ NQ2 N C N′￼W′￼

N′￼
C′￼ N C C′￼ C
W / Q2 ≥ W′￼/ Q′￼2



 

所以 

		 	 	 	 	 	 （2.2.5） 

这就是要证明的定理第一部分。 

至于定理第二部分，注意到如果  也是一个Carnot循环，依据同样的推理 

 

所以二者效率相等： 

		 	 	 	 	 	 （2.2.6） 

现在就证明了，对于任意一对Carnot循环，运行在相同温度  和  之间，无论从温度  的热
库吸收的热量和向温度  的热库释放的热量数值具体如何，其效率都相等。因此，这个共同的
效率只能依赖于  和 ，正是所要证明的。 

文中Fermi的证明方法并不太容易直观理解，尤其是其中用到整数  和  的近似步骤。这里我

们再给出一个少一点严谨但更简便的证明方法；根本上还是通过同样的逻辑，利用逆循环（冰

箱/制冷机）构造一个没有净功的复合循环。 

参见译者图2.2，左图中左侧的“some other engine”是任意一般热机，右侧“Carnot engine”则是一

个在相同二热库之间运行时所做的功等量于该一般热机的Carnot热机，逆向运转；一般热机对

Carnot热机做功 ，逆循环Carnot热机（制冷机）拿到这份功，向高温热库放

热 。二个热机的复合循环等价于右图的“combined effective machine”，二个

0 ≤
Q*2
NW

=
N′￼Q′￼2 − N Q2

NW
=

Q′￼2

W′￼
−

Q2

W

W
Q2

≥
W′￼
Q′￼2

C′￼

W′￼
Q′￼2

≥
W
Q2

W
Q2

=
W′￼
Q′￼2

t2 t1 t2
t1

t2 t1

N N′￼

W = Q′￼H − Q′￼C ≥ 0
QH = QC + W ≥ 0

译者图 2.2：简化版Carnot定理证明。



热机（工作流体）状态都复原，总净功为零（ ），而净余效果是：低

温热库“流出了”热量 ，高温热库“流进了”热量 。能量守恒保证了无静功的复

合循环有 。而由于热无法自发从低温物体流向高温物体（已经没有其他净

余效果了），必须 ，于是 ，一般热机吸热更多。由于一般热

机的工作效率可以写成 ，于是Carnot热机等量功的工作效率 ，即一定大于一般热机

效率。 

没有了  和 ，这个论证看起来要更简洁一点。但正文这一步骤本质上无非是在找到适配的二

组热机使得复合循环的静功为零。在补充版的证明里，我们已经假设可以找到一个运转在相同

的二个热源时刚好与一般热机做功  等量的Carnot热机。在Fermi的证明方法里，他没有默认

这一定是能做到的，于是多了一步将多个热机拼装起来。 

无论用哪一个证明，我们都会发现，证明中只用到了Carnot热机的可逆性而没有用到其任何别

的性质。我们完全可以将二者对调，把一个Carnot热机放在图左侧原任意热机的位置，把任意

一个非Carnot的可逆热机放在图中右侧原Carnot热机的位置，用和正文中一样的逻辑证明二者

效率必须相等。也就是说，只要可逆，二个热库之间的任何热机都和Carnot的效率一样高。 

关于多热库非Carnot热机的构造及其效率，请见2.2节末尾补充说明。 

绝对温度定义  

我们可以定义无效度（inefficiency）来写下这一关系： 

		 	 	 	 	 （2.2.7） 

其中  对所有Carnot循环是同一函数。我们接下来证明函数  对于某个函数  具有
形式 

	 	 	 	 	 	 （2.2.8） 

为此目的我们考虑一个复合循环，作为其组成的第一个Carnot循环在温度  和  之间运
行，继之以第二个Carnot循环在温度  和  之间运行，第一个循环向温度  的热库释放
掉的废热正好全部被第二个循环从该热库吸收走。因为 ，复合循环
的无效度（2.2.7）是单独循环的无效度的乘积，所以 

	 	 	 	 	 （2.2.9） 

W = Q′￼H − Q′￼C = QH − QC

Q′￼C − QC QH − Q′￼H

QH − Q′￼H = QC − Q′￼C

QH − Q′￼H = Qc − Q′￼C ≤ 0 QH ≤ Q′￼H
W
Q′￼H

W
QH

≥ W
Q′￼H

N N′￼

W

1 −
W
Q2

=
Q1

Q2
≡ F(t1, t2)

F F(t1, t2) T(t)

F(t1, t2) = T(t1) / T(t2)

t2 t0 ≤ t2
t0 t1 ≤ t0 t0

(Q0 /Q2)(Q1/Q0) = Q1/Q2

F(t1, t2) = F(t1, t0)F(t0, t2)



从方程（2.2.7）显然有 ，所以（2.2.9）可以改写为 

	 	 	 	 	 	 	 （2.2.10） 

这对于满足  的任意  都成立，因此我们可以定义 （  可以在此范围
内随意选取），于是方程（2.2.10）就是想要的结果（2.2.8） 。 16

至此，又由于效率永远超不过 ，方程（2.2.7）中的比值  必须为
正数，因此函数  对所有温度都具有相同的符号。由于只有  的比值出现在效率中，我们
可以自由选择其符号为正，因此对所有  有 。此外，由于无效度也永远超不过 

，方程（2.2.8）表明对于任意满足  的  和  有 。也就是说，  
是  的单调递增函数，因此可以像  一样用于判断自发热流的方向 。 17

因此我们可以直接使用  作为温度取代  来定义绝对温度 。也就是，利用方程（2.2.7）
和（2.2.8），我们以如下声明定义绝对温度 ：一个Carnot循环运行于任意二个温度  和 

 之间有 

		 	 	 	 	 	 （2.2.11） 

一个Carnot循环在高温  和低温  之间运行的效率为 

	 	 	 	 （2.2.12） 

F(t2, t0)F(t0, t2) = 1

F(t1, t2) =
F(t1, t0)
F(t2, t0)

t2 ≥ t0 ≥ t1 t0 T(t) ≡ F(t, t0) t0

100 % F(t1, t2) = T(t1) / T(t2)
T(t) T

t T(t) ≥ 0
100 % t1 ≤ t2 t1 t2 T(t1) ≤ T(t2) T(t)

t t

T(t) t T
T T2

T1

Q1

Q2
=

T1

T2

T2 T1

W
Q2

=
Q2 − Q1

Q2
=

T2 − T1

T2

 译者注：这一小段论证，基于Carnot定理证明的一个事实：无论具体运行曲线长啥样的可逆卡诺循环（包16

括不论循环方向），其无效度（也就是在固定温度  与热库交互的热量之比）只是随意规定的能指示自发
热流方向的温度  的函数，不依赖于其他因素： ， 。接下来就是看这个模糊的数学

关系能将函数  确定到什么程度：简单的代数运算能得出的关键函数方程是 ，
； ， ； ，

。由之只能笼统的写下 ，如果只看第一个自变量（第二个自变量随意选择
为一个固定值 ），那么热量之比可以写成  的样子，其中 ，
我们能确定到的只是这样一个比例形式。

x, y
x, y Qx /Qy = F(x, y) ∀ x, y

F(x, y) F(x, x) = Qx /Qx = 1
∀ x F(y, x) = Qy /Qx = 1/F(x, y) ∀ x, y F(x, z)F(z, y) = (Qx /Qz)(Qz /Qy) = Qx /Qy = F(x, y)
∀ x, y, z F(x, y) = F(x, z)/F(y, z)

z0 Qx /Qy = F(x, y) = T(x)/T(y) T(x) = F(x, z0)

 译者注：作者此处是说，对 （  是随意发明的标记温度的数值，其大小只意味着自发传热方向），17

循环效率按定义介于  与  之间，因而无效度也介于  与  之间，所以 ；如果进一步
选取 ，那么不等式就证明了  一定单调增 。

t1 < t2 t
0 1 0 1 0 < T(t1) / T(t2) < 1

T(t) > 0 T(t) T(t1) < T(t2)



当然，这只将  的定义到可以相差一个常数因子，留给我们自由使用我们喜欢的温度单位。但
是我们并没有自由给  加上一个平移常数项 。实际上，由于在Carnot循环中热量是从一个18

温度  的热库流向一个温度  的，我们一定有 ，因而为了保证效率（2.2.11）是一
个正的量，较低温度必须满足 。因为任何热库都必须保证  正定，我们领会到  就是
绝对温度，与Charles所发现的绝对温度对气体的含义是一致的 。 19

与气体温度计的关系  

Carnot循环定义的温度（最多相差一个单位选择）与理想气体近似下气体温度计所给出的温度
是完全相同的，后者我们暂时称为 。为了看出这一点，让我们标记气体的状态（作者图
2.1），记等温膨胀  起点（亦即绝热压缩  终点）为 ；记绝热膨胀  起点（亦即等温膨胀 

 终点）为 ；记等温压缩  起点（亦即绝热膨胀  终点）为 ；记绝热压缩  起点（亦即
等温压缩  终点）为 。由于从  到  的膨胀是等温的，在此阶段气体内能——由方程
（1.2.3）和（2.1.10）给出其内能为  ——保持不变，因此从高温热库
汲取的热量等于所做的功： 

 

同理，从  到  的等温压缩中向低温热库释放的热量为 

 

此外，由于从  到  的膨胀和从  到  的收缩是绝热的，方程（2.1.13）给出 
，因此在循环的这些部分 

T
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1 4 A 2
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μ
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C D

Q1 =
M RTg

1

μ
ln ( VC

VD )
B C D A

V ∝ (Tg)−1 / (γ−1)

 译者注：此处意思是，由Carnot循环效率定义的温度  可以随意乘上一个常数因子而不改变（2.2.11）和18

（2.2.12）中出现的各种温度比例；但不能随意加减一个常数项，因为平移零点后的  无法再满足
（2.2.11）和（2.2.12）。

T
T

 译者注：原文此处说Carnot效率所定义的温度 ，于是看出来  就是绝对温度。“in the same sense 19

as was found for gases by Charles”，指的是所谓“绝对”的含义与气体的Charles定律（等温等压下气体体积
与绝对温度  成正比）中出现的绝对温度之“绝对”是一个意思，都是说存在一个温度下限为零，所有温度都
必须是正的。

T > 0 T

T



 

所以 ，于是  和  中的对数因子相等。于是效率为 

 

与方程（2.2.12）一致，只要 ，最多相差一个可能的常数因子。 

多 热 库 可 逆 循 环 效 率 *  

我们前文中提到，只要是二个热库的可逆热机，就一定和Carnot热机拥有相同的效率（也是可

能的最高效率），即 ，其中  和  分别表示高温与低温热库的温度。这一节里我

们将这一效率公式与多热库可逆热机对比。这一节所放置的位置有点尴尬，以下讨论需要改变

热力学变量才方便，对于熵（entropy）这个热力学变量的定义不熟悉的读者不妨先读下一节

（2.3 熵），然后再回溯本节内容。 

我们先来计算随便一个“可以在状态图上画出来的”可逆热机循环过程 的工作效率。首先，我20

们总可以换自变量，把热机的状态从通过压强—体积  表示替换成用温度—熵  来表

示。一个Carnot循环（前文作者图2.1）在 -  图中就是一个矩形（二条线等温 ，二条

线绝热 ）。如同 -  图的区域可以用微分  拼接， -  平面里任何区域也都

可以通过微分小矩形  拼出来。于是所有的闭合热机循环都可以被无穷小Carnot循环拼起

来，如译者图2.3。而且在 -   图上的每一小块都直接对应 -  图上的每一小块，二者之间只

相差一个坐标变换。每一个微分小循环的效率都可以写成 

  

其中  标记微分所在处“当时当地”的温度。于是 

  

VC / VB = VD / VA = (
Tg

2

Tg
1 )

1 / (γ−1)

VB / VA = VC / VD Q2 Q1

Q2 − Q1

Q2
=

Tg
2 − Tg

1

Tg
2

T = Tg

η =
TH − TC

TH
TH TC

(p, V ) (T, S)
T S dT = 0

dQ = T dS = 0 p V dV dp T S
dS dT

p V T S

dW
dQ

= η* =
T*H − T*C

T*H
=

dT
T*H

*

dW =
dQ dT

T*H
=

T*H dS dT
T*H

= dS dT

 译者注：假设状态图中每个点都对应工作系统的一个热平衡态，或者说“准平衡态”：系统只能无限缓慢地20

发生变化，从一个点沿着曲线变到另一个点，过程时刻保持热平衡。为了简单我们只考虑由“性质足够好的”
（可微分的）曲线段围成的简单闭合曲线，而且沿着路径走无自我相交，才称其为循环。



整个循环做的总功 

， 

其中下标  代表循环在图中走过的所有熵增加（ ）的部分（浅色曲线段），角标  代

表循环在图中走过的所有熵减少（ ）的部分（深色曲线段）。从面积分转换为边界线积

分这一步用到了Green定理，将积分  理解成面积很容易直观看出来。而整个循环总吸热 

。于是，对于任一循环， 

 

因为我们只考虑可逆热机，其工作过程当中不可以出现热机与热库有温度差而传热的情况——

因为这种情况下热流自发从高温流向低温，对于热机-热库系统是典型的不可逆过程。注意， 

-  图中显示的只是热机（工作物质）的温度，仅从图中我们并不直接知道热库的温度，也不知

道哪些时刻热机与热库接触。但是可逆性的要求施加了额外的限制：如果热机与热库无接触，

热机必定处于绝热可逆过程 ，只能是竖直线段（或者个别点）；如果热机与热库接触传

热 ，那就必须在二者接触的所有时刻热机温度（即图中  处每一点坐标值）都等

于热库温度，这意味着热机走过一段曲线，一般而言需要接触温度连续变化的无穷多个热库。 

W = ∮ dW = ∬ dS dT = ∮ T dS = ∫→
T dS − ∫←

T |dS |

→ dS > 0 ←
dS < 0

∫ T dS
Q = ∫

→
T dS

η =
W
Q

=
∫

→
T dS − ∫

←
T |dS |

∫
→

T dS
= 1 −

∫
←

T |dS |

∫
→

T dS

T
S

dS = 0
dS ≠ 0 dS ≠ 0

译者图2.3：图中左侧是一个任意一个热机循环，被切分成Carnot循环微分矩
形（图中小块仅作示意，在“真正”无穷小微分的情况下小矩形拼凑出来的形状
可以无限接近任意区域连同其边界）。循环曲线上以浅色段标记顺着  
方向走，深色段标记逆过来向  方向走，其中温度最高点为 （即最高

温热库温度），最低点为 （即最低温热库温度）。右侧为放大的微分块 
，其中 ，  标记这个无穷小Carnot循环的二个热库温度。

dS > 0
dS < 0 TH

TC
dS dT dT = T*H − T*C *



我们用这个假想的多热库热机去对比一个双热库Carnot热机，后者温度分别对应于图中多热库

热机循环所经历的最高温和最低温，立刻会发现 ， ，其中 

 是整个循环曲线从其最左端到最右端跨过的  坐标变化（熵变）。也就是说，对于一

个热交换过程中总与热库温度相等的热机，其“无效度”  与在任意循环所经历的最高温

与最低温之间运行的Carnot热机相比，分子总是偏大，分母总是偏小，无效度总是比Carnot

大，于是其效率永远不能达到双热库温度分别为其最高和最低温度的Carnot热机的效率： 

 

2 . 3  熵  

在宏观经典热力学中，我们通过一组可以独立指定的变量来刻画描述系统的状态。例如，对于
一个固定质量和化学成分的流体，在一个可以调节体积的容器中（比如说带有可动活塞），其
状态可以通过任意二个热力学变量的数值被确定——压强、体积、温度、能量等——其余的变
量在平衡或绝热变化中通过这二个值以及某个状态方程来确定，如理想气体定律（1.2.3） 。21

宏观经典热力学的许多结论可以从另一个热力学变量的存在而被推断出来，该量被称为熵
（entropy），由Rudolf Clausius（鲁道夫·克劳修斯）于1854年引入。类似于其他热力学变
量，熵仅依赖于系统的状态，尽管其定义好像表明它也依赖于系统的制备方式 。 22

∫
→

T dS ≤ TH ΔS ∫
←

T |dS | ≥ TC ΔS

ΔS ≥ 0 S
∫← T |dS |

∫→ T dS

η = 1 −
∫

←
T |dS |

∫
→

T dS
≤ 1 −

TC

TH

 译者注：状态方程一般规定了宏观系统热平衡时其若干宏观变量之间的关系，比如理想气体定律 21

。在具体问题中比如质量  和分子量  都固定时，其余三个变量压强 ，体积  和温度  
中，只有二个是独立的（可以独立指定数值的），比如选择 ，  为独立变量，而第三个 

 则是二者的函数，其他平衡态的热力学宏观变量如内能密度 
 也是这二个独立变量的函数。如果这个气体经历特定的过程，比如绝热膨胀，那么定义这种过

程本身又额外要求了 ，也就是 ，得到 ，绝
热过程中——对之前选择的独立变量又施加了约束之后——只剩一个独立变量。

pV = M RT / μ M μ p V T
V T p(V, T )

= (MR /μ)(T/V ) ℰ = M RT / (γ − 1) μV
= p /(γ − 1)

d(ℰV ) + pdV = 0 γpdV + Vdp = 0 p ∝ ℰ ∝ 1/V γ ∝ T γ / (γ−1)

 译者注：尽管系统可以被通过各种不同的方式制备，但是对于一个确定的状态，无论系统实际上是如何被22

制备的，总存在一种可能的可逆制备路径到达此状态，而（后文中我们会看到）所有的可逆制备路径都会得
到同样的熵——也就是说，对于某一确定状态，熵可以经由任意一条假想的可逆路径被定义。



设想一个系统被制备成某给定状态 ：制备过程是从一个标准状态（下文标记为 ）出发，然
后沿着路径  到达状态 ，经由用于定义热力学状态的独立变量所构成的空间 。在这个过程23

中，系统在不断变动的绝对温度  下以一系列微小的可逆变化从环境中拾取微小的净热量 
。（如果系统从环境吸热，热能增量  取正值，放热则取负值。）那么这个状态的熵被

定义为 

	 	 	 	 	 	 （2.3.1） 

其中积分是沿从状态  到状态  的任意可逆路径  进行的，  是我们选择赋予标准状态  的
任意熵值。值得注意的是，此处积分与所选择的特定具体可逆路径无关  ，所以这个做法确实24

将熵  定义为了一个只取决于系统状态的函数——至多相差一个公共常数项 ，而非其如何
被制备出来，前提是  是由Carnot循环效率定义的绝对温度，如前一节所述。此外，以这种方
式定义的熵，对于从状态  到状态  的任何路径 ，无论可逆与否，我们都有 

	 	 	 	 	 	 （2.3.2） 

证明：要证明这些结果的第一步是证明以下引理：对于一个任意的循环，无论可逆或不可逆，
将系统  从任意状态带回到此相同状态，在各种温度下吸收和释放热量，我们有 

	 	 	 	 	 	 （2.3.3） 

建立这个引理之后，剩下的证明就直接了当了。 

为了证明这个引理，我们可以通过一系列简短的等温步骤来近似整个循环，每个步骤中系统  
在短暂的当时温度  下吸收热量（如果  为正）或者释放热量（如果  为负）。我们可以
想象，在每一步中，系统吸收或释放的热量由另一个系统释放或吸收，后一系统在当时瞬时温
度  与固定温度  之间进行Carnot循环。在这个Carnot循环中， Carnot循环向温度  的热
库释放的热量  与从温度  的热库吸收的热量  之比由方程（2.2.11）给出： 

 

1 0
P 1

T
dQ dQ

S1 = S0 + ∫P

dQ
T

0 1 P S0 0

S1 S0

T
0 1 P′￼

∫P′￼

dQ
T

≤ S1 − S0

Σ

∮
dQ
T

≤ 0

Σ
T dQ dQ

T T0 T0

dQ T0 dQ0

dQ
dQ0

=
T
T0

 译者注：此处的意思是，多个独立变量如 ，  等构成一个参数空间（可以画成一个坐标系），系统一个23

宏观状态对应于空间中一个点，而路径  是该抽象空间中连接二个点  和  的一条曲线。
p V

P 0 1

 译者注：这个声明并非额外假设，而是下文即将要证明的。24



或者换句话说 

 

因此在整个循环中，Carnot循环从温度为  的热库吸收的总的净热量为 。由于系
统  和每个Carnot循环都回到它们的原始状态，如果在温度  下吸收的这份热量是正定的，
那么它不得不转去为功  ，而这是不可能的，因为从固定温度的热库吸收热量而无他处变化则25

无法做功。（如果能做到的话，那么这些功通过产生摩擦可以被用来将一些热量转移到任何物
体上，甚至是温度高于  的物体 。）因此我们得出结论，积分  的值至多为零，正26

是所要证明的。 

作者此处想要证明的结论（2.3.2）正是热力学第二定律——基于熵  这一公式定义的数

学化表述。但是热力学第二定律毕竟不是一个纯粹的数学定理，而是基于观测物理事实的。作

者在证明过程中所做的假设就是更早的、非数学化的、还未引入熵这一概念的的热力学第二定

律表述，分别由Clausius和Kelvin提出，分别对应正文上一段中的“从固定温度的热库吸收热量

而无他处变化则无法做功”（Kelvin表述）和“如果能做到的话，那么这些功通过产生摩擦可以

被用来将一些热量转移到任何物体上，甚至是温度高于  的物体”（Clausius表述，也就是：

热不能自发从低温物体流向高温物体），其中文中的第二句话已经暗示了两个表述的等价性。

所以，从另一个角度理解，与其说作者在此处“证明”了热力学第二定律，不如说他将一个没有

熵表述的定律转化成了基于熵的定义的数学表述，二者是等价的。 

另外值得注意的是，作者前面在证明Carnot热机的效率时，其实也已经用到了热力学第二定律

的Clausius表述，即“由于复合循环中没有净功，根据温度  的基本性质，正定的净热量不可能

从更低温度  的热库传输到温度  的热库”。 

其余部分很简单。注意如果二个路径  和  都是从状态  走到状态  的可逆路径，那么 
 是一个闭合循环，其中  是路径  逆过来走，从状态  到状态 。然后由不等式

（2.3.3）得出 

dQ0 = T0 ( dQ
T )

T0 T0 ∮ dQ /T
Σ T0

T0 ∮ dQ /T

∫
P

dQ /T

T0

t
t1 t2

P P′￼ 0 1
PP′￼−1 P′￼−1 P′￼ 1 0

 译者注：如果系统  和每个Carnot热机都回到其初始状态，它们包含内能  在内的状态函数一定和初始25

值一样。根据热力学第一定律，  ，既然内能变化  ，系统吸收的热量  一定都转成了
对外做的功 。

Σ E
ΔE = Q − W ΔE = 0 Q

W

 译者注：“不能从单一热库吸热全部转化为功而热机复原（一切复原无其他效果）”，这本身是“热不能自26

发从低温流向高温”的另一种等价表述，参见后文“热力学定律”一节；作者此处相当于给出了二个表述相互
等价的证明。有趣的是，摩擦的功总可以转化成热而传递到任何热库（无论温度多高）。这相当程度上体现
了功与热的区别，功（例如摩擦做功）总可以毫无保留地“轻易全部”转化成热（极高温的物体还是可以“摩
擦生热”），而热转化为功却受到热力学第二定律的限制。



 

但  也是一个闭合循环，所以 

 

上述二个结果要一致仅当对于可逆路径二个循环积分都为零，这种情况下 

	 	 	 	 	 	 （2.3.4） 

所以我们可以像方程（2.3.1）中那样定义熵，只差添加一个常数，其中  是任意可逆路径。 

最后，如果  是从状态  到状态  的一条一般路径，可逆或不可逆，而  是从状态  到状
态  的一条可逆路径，那么 （但  不一定！）是一个闭合循环，因此不等式
（2.3.3）给出 

 

因此，再用方程（2.3.1） 

 

如所要证明的那样。 

对于  是完全孤立系统的特殊情形，没有热量可以被  吸进或  释出，于是在方程（2.3.2）
左侧积分中的被积函数必须为零，因而 。在孤立系统中熵只能增加。不过，如果一个
孤立系统只经历可逆变化，那么根据方程（2.3.1），熵是恒定的。 

熵还有另一种定义，在信息论和物理学中都使用。如果一个系统可以处于由连续（一般是多维
的）参数  所表征的多个状态中的任何一个，而系统处于这个参数在  附近的狭小范围  内
对应状态的概率是 ，那么熵是 

	 	 	 	 	 （2.3.5） 
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其中  是一个普适常数，被称为Boltzmann常数，曾出现在方程（1.2.1）中。如我们将在下一
节看到的，根据分子运动论，通过适当选择 ，热力学的熵（2.3.1）等价于信息理论的熵
（2.3.5） 。 27

仅仅是由方程（2.3.1）定义的熵  只依赖于热力学状态这一事实本身，就具有深远的影响。
考虑一个固定质量的流体，处于一个具有可变体积的容器中。这里的独立热力学变量可以取体
积  和温度 ，而压强 、内能  和熵  都是  和  的函数 。流体压强  在增加流体体积28

一个小量  时所做的功为 ，因此温度改变一个无穷小量  且体积改变一个无穷小量 
 所需的热量为 

 

因此根据方程（2.3.1），熵的变化为 

	 	 	 	 	 	 （2.3.6） 

换句话说 

		 	 	 	 	 （2.3.7） 

	 	 	 	 （2.3.8） 

为了从这些公式中挤榨出压强和内能的信息，我们利用偏导数可交换的事实。从方程（2.3.7）
我们有： 

 

k
S0

S

V T p E S V T p
dV pdV dT

dV

dQ = dE + pdV

T dS = dE + pdV

∂S(V, T )
∂T

=
1
T

∂E(V, T )
∂T

∂S(V, T )
∂V

=
1
T

∂E(V, T )
∂V

+
p(V, T )

T

∂
∂V ( ∂S(V, T )

∂T ) =
1
T

∂2E(V, T )
∂T ∂V

 译者注：我们在后文即将看到，不仅是熵 ，包括温度  等多个热力学变量，都有来自其他领域其他理论27

路径的定义，如统计力学定义。物理学作为现实世界的数学模型，要求这些不同的定义在理论交叠区域相互
一致，在可观察的现实/现象上一致。

S T

 译者注：如果我们肯定，在系统宏观参数空间中对一切可逆路径都有 ，或者说积分  不依28

赖于具体可逆路径，那么确定系统自变量，如温度  和体积  之后， （注意  中的  

只代表“无穷小量”，而并不存在一个函数  使得  是其全微分），于是  不

依赖于可逆路径，只依赖于端点。因此积分中的向量场  一定是某个“势”函数  的梯度
，或者等价地说，被积分量  一定是某函数的全微分 

；求解微分关系，熵函数就具体表达成了温度和体积的函数 。

∮ dQ
T = 0 ∫ dQ

T

T V dQ = adT + bdV dQ d
Q(T, V ) dQ ∫ dQ

T = ∫ a
T dT + b

T dV

(a /T, b /T) S(V, T )

(a /T, b /T) = ∇S(T, V ) (a /T ) dT + (b /T ) dV
(a /T ) dT + (b /T ) dV = dS(T, V ) S(V, T )



同时从方程（2.3.8） 

 

设置此二式相等就得到  和  导数之间的关系： 

	 	 	 	 （2.3.9） 

这是对于固定质量的情况。由于  是一个广延变量，它一定与质量成正比，但除此之外
不非得依赖于体积。事实上，经常作为一个不错的近似而假定，除其与质量成正比外，

 不依赖于体积。如果流体由只在碰撞接触时才相互作用的无穷小粒子组成，那的确就
是这种情况：因为没有具备长度量纲的项可以进入能量的计算中，  不可能依赖于体
积。在这种情况下方程（2.3.9）给出了Charles定律，即对固定体积 ，压强  与温度 

 成正比。这再次表明理想气体定律（1.2.3）中的绝对温度  与由Carnot循环效率（2.2.11）
定义的温度  是相同的，最多相差一个常数因子 。 29

尽管这个结果是在尚无熵的具体公式之下取得的，但对于某些目的来说，知道熵具体是什么样
实际上是有用的。在均匀介质中，任何物质质量  的熵  可以方便地写成 ，其中  
是每单位质量的熵，是温度和各种密度的函数，称为比熵。将方程（2.3.6）除以 ，我们就
有 

	 	 	 	 	 （2.3.10） 

其中与之前一样  是内能密度而  是质量密度。我们考虑一个理想气体，对
于其有 ，同时  和  又以方程（2.1.10）相联系： 。于是方程
（2.3.10）给出 

 

∂
∂T ( ∂S(V, T )

∂V ) =
1
T

∂2E(V, T )
∂T ∂V

−
1

T2

∂E(V, T )
∂V

+
∂ (p(V, T ) / T )

∂T

E p

0 = −
1

T2

∂E(V, T )
∂V

+
∂ (p(V, T ) / T )

∂T

E(V, T )

E(V, T )
E(V, T )

V p(V, T )
T T

T

M S S = M s s
M

T ds = d(ℰ/ρ) + pd(1/ρ)

ℰ ≡ E /V ρ ≡ M/V
T = pμ / Rρ ℰ p ℰ = p / (γ − 1)

pμ
Rρ

ds =
1

γ − 1 ( dp
ρ

+ γpd ( 1
ρ )) =

ργ−1

γ − 1
d ( p

ργ )
 译者注：此处的意思是，对于仅存在碰撞相互作用的粒子系统，没有能量形式会依赖于粒子之间的距离远29

近（具有长度量纲的量不能出现在内能密度，或平均到微观每粒子内能的表达式中）。于是我们可以把内能
的表达式写成 ，其中  是每粒子内能，或者 ，其中  是每单位
质量的内能。如果粒子数  固定或系统质量  固定，我们就发现  其实完全不依赖于体
积。那么（2.3.9）就简化成 ，于是  也就是 ，
即Charles定律所表达的内容。而此处所推导出的  中的  完全是由Carnot循环效率所定义的热
力学绝对温度，不是理想气体定律的经验结果。

E(V, T ) = ε(T ) N ε(T ) E(V, T ) = ε̃(T ) M ε̃(T )
N M E(V, T ) = E(T )

∂ (p(V, T ) / T ) / ∂T = 0 p(V, T )/T = f (V ) p(V, T ) = f (V )T
p(V, T ) ∝ T T



所以 

 

其解为  30

（常数）		 	 	 （2.3.11） 

我们看到，2.2节中得到的对绝热过程的的结果 ，也就是在陈述  在这些过程中保持不
变，而当然必须如此，因为在绝热过程中热量输入  为零。 

在许多恒星中，存在着这样的区域，其中对流将从各种深度而来的物质有效混合。由于热传导
在恒星中通常无效，随物质上升或下降几乎没有热量流入或流出，从而物质保持无变化的比
熵。这些区域因此具有均匀的比熵，因而也有均匀的比值 。例如，在太阳中，自中心算
起的距离从大于太阳半径的大约  位置向外直至一个薄表面层，就是这种情况。 

中性物质  

我们之前主要关注的物质其中每种质量都具有一个非零守恒量，即粒子数。在一些不同的情境
中，并没有类似的守恒量，在这种情况下热力学提供了关于压强和能量更详细的信息。在早期
宇宙中，在温度高于大约  时，大量的能量处于辐射和电子-反电子对之中，以至于物质
超出反物质的部分对能量的贡献可以忽略不计。此时不存在一个粒子数密度使得压强和能量密
度  对其有显著依赖，所以此时  以及 ；因此方31

程（2.3.9）在这里是一个对  的常微分方程： 

ds =
R /μ
γ − 1

ργ

p
d ( p

ργ )

s =
R /μ
γ − 1

ln ( p
ργ ) + constant

p ∝ ργ s
dQ

p / ργ

65 %

1010 K

ℰ ≡ E / V E(V, T ) = Vℰ(T ) p(V, T ) = p(T )
p(T )

 译者注：整个理想气体系统的熵 ，代入理想气体定律，换回用体积  温30

度  粒子数  表达则是 ，到了2.4节“分子运动论与统计

力学”，后一个表达式更方便解释各项代表的意义。

S = RM
μ

1
γ − 1 ln ( p

ργ ) + const . V

T N S = Nk ( γ
γ − 1 ln V + 1

γ − 1 ln T − ln N) + const .

 译者注：能量是广延变量（其大小随系统大小变化，分布均匀的情形正比于系统大小）， ；压强 31

 是非广延变量/强度量（其大小不随系统大小变化），于是其唯一依赖于体积的方法是通过粒子数密度 
（如理想气体 ）。但是此处由于粒子瞬间不停产生与湮灭，粒子数密度一直在变化，系统平

衡态无法依赖于粒子数密度（其他宏观变量如温度 ，压强  等在平衡态都是稳定的，但粒子数密度  剧烈
抖动，于是描述平衡态的宏观参数就不包含粒子数密度），自然也就无法再依赖于体积。

E = ℰV
p
n = N

V p = nkT

T p n



  

或者，换句话说， 

	 	 	 	 	 （2.3.12） 

单纯热力学无法确定  和  之间的关系，但如果给出这种关系，上面这一结果就可以
将二者都写作温度的函数。例如，作为体现热力学强大力量的一个例子，在十九世纪已经知道
——作为Maxwell电磁理论的结果——电磁辐射的压强是其能量密度的三分之一。在方程
（2.3.12）中设定  后得到 ，所以 

	 	 	 	 	 （2.3.13） 

其中  是一个常数，称为辐射能常数。但是，正如我们将在3.1节中看到的，直到二十世纪初
量子力学的降临，我们才有可能理解  的数值。 

S T E F A N – B O L T Z M A N N 定 律 *  

作者在上一节“中性物质”中给出了一系列结果：仅凭热力学平衡态熵函数的存在性就可以得

到，内能  与压强  二者作为体积  与温度  的函数必然满足微分方程关系（2.3.9）；

同时，针对无粒子数守恒（不存在或不能指定粒子数  这个独立变量）的系统，其内能密度 

 和压强  都不依赖于体积 ，而只作为温度  的函数，于是（2.3.9）简化成方程（2.3.12）；

再具体一步，纯粹的电磁辐射（电磁场）就是这样一个没有守恒粒子数的系统，只要知道其能

量（内能）密度与压强的关系，就可以推导出其每单位体积的能量以及压强如何依赖于温度。

最终得到的（2.3.13）是经典物理一个精彩的结论，被称为Stefan–Boltzmann定律。奇妙之处

在于，只要我们承认电磁场也能在温度  下处于热平衡，经典电磁场的Maxwell理论虽不是原

子论（并没有如后文2.4节那样的分子运动论和统计力学模型），但热力学加电磁场二大经典理

论的共同贡献，已足以推导出热平衡下的电磁场能量密度与压强，如同理想气体定律一般。热

力学部分作者已经给出详尽计算，我们在此给出Maxwell理论对Stefan–Boltzmann定律的贡献

部分，即原文所说：电磁辐射的压强是其能量密度的三分之一。 

我们需要建立二个关于电磁场的守恒流方程：能量守恒与动量守恒。守恒流方程会写成类似2.5

节输运现象中流体守恒量连续性方程（如Navier–Stokes方程）的形式，对此不太熟悉的读者

不妨等看过2.5节后再阅读本节。考虑连续流体的质量分布  与电荷分布 ，分别有质量流速

0 = −
ℰ(T )

T2
+

d
dT ( p(T )

T )

p′￼(T ) =
ℰ(T ) + p(T )

T

ℰ(T ) p(T )

p = ℰ/3 ℰ′￼(T ) = 4ℰ(T )

ℰ(T ) = 3 p(T ) = a T4

a
a

E = ℰV p V T
N

ℰ p V T

T

ρm ρe



场  和电荷流速场 。考虑一块边界为  的空间区域 （请注意这是一个在参照系

中的固定区域，其边界不随时间变化），质量守恒与电荷守恒要求  32

，	  

取其微分形式分别得到二种守恒流的连续性方程 

，	 	 	 	 	 	 （2.3.a） 

其中 ， 。接下来更关键的是另外两个方程：动量守恒与能量守恒。因为我们

关注的核心是电磁场部分，简单起见，不妨假设我们所讨论的流体在根本层面上只有电磁相互

作用，而流体物质之间并无直接的（不经由电磁场）的其他相互作用 ；甚至可以忘记流体是33

由原子分子组成的，将其考虑成彻底的连续体，不需再写下分子运动的微观能量；也干脆不考

虑流体温度场与导热的能量流。对这样的虚拟流体，能量和动量守恒表达式中出现的项目会极

大减少，具体而言比如：流体能量密度中只需有体块流动的动能密度 ，不再需要笼

统的内能密度  （也不再写流体块在外场下的势能，因为已经包含在电磁场能量中）；动量

和能量方程中的流体压强  与粘滞  其实都可以略去了，因为它们所依赖的分子碰撞与分子

携带动量的随机转移等机理基础都没有了；只剩带电荷的流体块之间的电磁力（严格地说，是

与电荷“绑定”的质量与电磁场之间的能量动量交换，质量之间并不直接相互作用）。我们暂时

还会先笼统地写下上述诸多项，读者完全可以将其看作零，不去挖掘这些琐碎的细节而关注电

磁场部分。 

• 动量守恒：区域动量变化+边界动量流进出+边界接触力冲量+区域彻体力（电磁力）冲量=0 

		 	 （2.3.b） 

其中  为流体动量密度（同时等于（2.3.a）中的质量流密度），接触力/应力

 中二项分别是压强  与粘滞（viscous stress tensor） ，  为单位矩阵。后文2.5节

会有对动量守恒（2.3.b）尤其是应力  更完整的论述，符号上我们尽量前后一致：后文动量

流密度  先拆解成体块流动  和应力 ，而后者再拆解成有迹

vm(x, t) ve(x, t) ∂ω ω

∂
∂t ∫ω

ρm d3x + ∮∂ω
jm ⋅ dA = 0

∂
∂t ∫ω

ρe d3x + ∮∂ω
je ⋅ dA = 0

∂
∂t

ρm + ∇ ⋅ jm = 0
∂
∂t

ρe + ∇ ⋅ je = 0

jm = ρmvm je = ρeve

(1/2) ρmv2
m

ℰ
p σ

∂
∂t ∫ω

jm d3x + ∮∂ω
jmvm ⋅ dA + ∮∂ω

τ ⋅ dA − ∫ω
fe d3x = 0

jm = ρmvm

τ = p 𝕀 + σ p σ 𝕀
τ

T = ρvv + τ = ρvv + p 𝕀 + σ ρvv τ

 译者注：请注意即使在经典电磁学框架下，电荷守恒自动是Maxwell方程组的推论，并不需要额外单独32

“要求”电荷守恒；而经典Newton力学下，一般来说质量守恒则是Newton定律（以及基于其形成的动力学方
程）之外的假设，与后文2.5节中Galileo相对性（Galileo不变性）一致。简言之如果  整个在Galileo
变换下不变，而加速度  本身是不变量（ ，  不变），如果  只依赖于相对位置与相对速度
等，则也是不变量，那么质量  也应该是不变量，在一个参照系中守恒的质量在其他参照系也守恒。

ma = F
a = ··x x → x + vt t F

m

 译者注：相当于说，我们考虑的系统是带电荷的质点及其周遭电磁场，质点之间只有电磁相互作用；所谓33

碰撞，本身就是经由静电力发生的，已经包含在了电磁相互作用中。



（trace）的各向同性的压强  与无迹（traceless）的粘滞 ；作者原文中用  来表示粘滞，

我们写得稍微省事一点。  

• 能量守恒：区域能量变化+边界能流进出+区域接触力做功+区域彻体力（电磁力）做功=0 

	 	 （2.3.c） 

方程（2.3.c）中已经忽略了热流/导热，其中  为流体能量密度，  是对称张量

（对称矩阵）因而其功率密度表达式中速度写在前在后并无区别 。方程

（2.3.c）中第三项应力的功率可以像动量方程（2.3.b）中那样改写成边界项，同时需要扣除一

个体积分项（相当于分部积分一次）： 

		 	 （2.3.d） 

将（2.3.d）中应力分开 ，分别看压强与粘滞会有更清晰的物理意义 

	 	 	 （2.3.e） 

		 	 （2.3.f） 

（2.3.e）是说，（等号左侧）压强梯度在流体内做的功，等于（等号右侧）压强在流体边界做

的功与压缩流体做的功之和。（2.3.f）是说，（等号左侧）粘滞力在流体内做的功，等于（等

号右侧）粘滞力在流体边界做的功（需要流速有在边界切平面内的分量才有非零的功率，通俗

说流体需要有贴着边界面的流动  但 ，粘滞力才做功）与内摩擦耗散

（dissipation）之和。 

在我们的虚拟流体中完全可以认为整个 ，也就是说流体除了体块流动造成的动量流 

 与能量流  之外，并无流体不同部分之间的应力/接触作

用力（只有因为带电荷而与周遭电磁场的相互作用）。（2.3.b）和（2.3.c）写成微分形式如

下 ： 34

	 	 	 	 	 （2.3.g） 

p σ Δ τ

∂
∂t ∫ω

um d3x + ∮∂ω
umvm ⋅ dA + ∫ω

∇ ⋅ τ ⋅ vm d3x − ∫ω
f ⋅ ve d3x = 0

um = 1
2 ρmv2

m + ℰ τ

∇ ⋅ τ ⋅ vm = vm ⋅ ∇ ⋅ τ

∫ω
∇ ⋅ τ ⋅ vm d3x = ∮∂ω

vm ⋅ τ ⋅ dA − ∫ω
tr ( τ ⋅ ∇vm) d3x

τ = p 𝕀 + σ

∫ω
∇p ⋅ vm d3x = ∮∂ω

pvm ⋅ dA − ∫ω
p (∇ ⋅ vm) d3x

∫ω
∇ ⋅ σ ⋅ vm d3x = ∮∂ω

vm ⋅ σ ⋅ dA − ∫ω
tr ( σ ⋅ ∇vm) d3x

vm ≠ 0 vm ⋅ dA = 0

τ = 0
jmvm = ρmvmvm uvm = (ρmv2

m /2 + ℰ) vm

∂
∂t

jm + ∇ ⋅ (jmvm) + ∇ ⋅ τ − fe = 0

 译者注：守恒流连续性方程的微分形式（2.3.g）和（2.3.h）并不需要先建立（2.3.b）和（2.3.c）这样的34

积分形式才能得到；正相反，如后文2.5节中将要看到的作者论述，不仅积分形式完全没必要出现，而且如
压强粘滞这样意义相对直观的量，也完全可以看作连续性方程中动量流密度/能流密度被划分成的数学特征
不同的部分。我们此处先写积分形式只是因为其中一些边界项初看起来更直观。



	 	 	 	 （2.3.h） 

方程（2.3.g）和 （2.3.h）中各自第三项都可以不计，而最重要的都是最后一项：电磁力的冲量

与功，其中 。先看（2.3.h）中的电磁力功率，以第一章（1.3.g）中的一个

Maxwell方程  将电流密度替换为电磁场表示 

 

第一章“位移电流”一节中表达Maxwell方程组（1.3.g）和（1.3.h）时，我们保留了静电Coulomb

力与静磁Ampère力的系数  与 ，上式中已将它们替换成了国际单位习惯的  和 

；后文第三章和第四章再度出现Maxwell理论时，作者会使用更简洁自然的

unrationalized electrostatic units ，届时我们再介绍电磁单位选取。接下来我们将  和  写得35

尽量对称，在上式中作如下替代 

 

其中最后一个等式用到了另一个Maxwell方程（1.3.h）中的 。然后再改写 

，	  

我们就得到 

	 	 	 （2.3.i） 

如果我们简记 ， ，（2.3.i）就写成了 ，

将其带入能量方程（2.3.h）得到 

 

对于我们讨论的虚拟流体 ，没有第三项应力的功（或者我们暂时不关心压强和粘滞如何

将机械能转化为内能），立刻可以辨认出  为电磁场能量密度，而  为其能流密度

（Poynting vector），流体场与电磁场的能量联合守恒： 

∂
∂t

um + ∇ ⋅ (umvm) + ∇ ⋅ τ ⋅ vm − fe ⋅ ve = 0

fe = ρeE + je × B
∇ × B − μ0ε0∂tE = μ0 je

fe ⋅ ve = ρeve ⋅ E = je ⋅ E = ( 1
μ0

∇ × B − ε0
∂E
∂t ) ⋅ E =

1
μ0

∇ × B ⋅ E − ε0
∂E
∂t

⋅ E

ke km ε0 = 1/4πke

μ0 = 4πkm

E B

E ⋅ ∇ × B = − ∇ ⋅ (E × B) + B ⋅ ∇ × E = − ∇ ⋅ (E × B) − B ⋅
∂B
∂t

∇ × E + ∂tB = 0

∂E
∂t

⋅ E =
∂
∂t ( 1

2
E2) ∂B

∂t
⋅ B =

∂
∂t ( 1

2
B2)

fe ⋅ ve = − ∇ ⋅ ( 1
μ0

E × B) −
∂
∂t ( 1

2
ε0E2 +

1
2

1
μ0

B2)
S = 1

μ0
E × B ue = 1

2 ε0E2 + 1
2

1
μ0

B2 fe ⋅ ve = − ∂tue − ∇ ⋅ S

∂
∂t

um + ∇ ⋅ (umvm) + ∇ ⋅ τ ⋅ vm +
∂
∂t

ue + ∇ ⋅ S = 0

τ = 0
ue S

 译者注：作者后文第三章写下Maxwell方程组的时候所使用的unrationalized electrostatic units，相当于35

所谓高斯单位制（Gaussian units）。



	 	 	 	 	 （2.3.j） 

即使根本没有流体 ，单独电磁场依然有能流守恒方程 。 36

至此我们已经得到了电磁场能量密度 ，接下来推导其动量流守恒的方程。我们看流体动量守

恒方程（2.3.g）的电磁力冲量/力本身，以第一章 （1.3.g）中的一对Maxwell方程  

和  替换电荷与电流为场表示 

 

	 	 	         

然后先用第一章（1.3.h）中的一个Mawell方程  将上式最后一项改写成 

 

这样整个电磁力表达式就随之变为 

 

然后增添一项，即第一章（1.3.h）中的另一个Mawell方程 ，让上式表达得更对称 

	 （2.3.k） 

∂
∂t (um + ue) + ∇ ⋅ (umvm + S) = 0

∂tue + ∇ ⋅ S = 0

ue

∇ ⋅ E = 1
ε0

ρe

∇ × B − μ0ε0∂tE = μ0 je

fe = ρeE + je × B = ε0 (∇ ⋅ E) E + ( 1
μ0

∇ × B − ε0
∂
∂t

E) × B

= ε0 (∇ ⋅ E) E +
1
μ0

(∇ × B) × B − ε0 ( ∂
∂t

E) × B

∇ × E + ∂tB = 0

( ∂
∂t

E) × B =
∂
∂t

(E × B) − E ×
∂
∂t

B =
∂
∂t

(E × B) + E × (∇ × E)

fe = ε0 ((∇ ⋅ E) E − E × (∇ × E)) +
1
μ0

(∇ × B) × B − ε0 ( ∂
∂t

E × B)
∇ ⋅ B = 0

fe = ε0 ((∇ ⋅ E) E + (∇ × E) × E) +
1
μ0

((∇ ⋅ B) B + (∇ × B) × B) − ε0 ( ∂
∂t

E × B)

 译者注：既然单独电磁场也有动量能流守恒，为何论证过程需要借助流体呢？从“已知到未知”的逻辑次序36

看，如果没有带电荷质点/带电荷流体的话，纯粹Maxwell电磁场其场之间并无“直接”相互作用（即若 
，Maxwell方程中的  与  本身就没有力和功的概念直接与动量和能量相联系了），难以进行

数学演算；而从Newton力学已经清楚的是与质量绑定的动量与力、机械能与机械功，于是就需要经由电磁
力（Lorentz力）及其功才能推导出对应的场的动量和能量变化（辨认出场的动量能量形式）。

ρe = je = 0 E B



下一步用向量恒等式  将（2.3.k）前二项改写

成散度形式  37

 

 

其中  为单位矩阵。而（2.3.k）最后一项明显对应能流密度  的形式，稍作拼凑就有 

		 （2.3.l） 

对照（2.3.k）与（2.3.i）中规定的电磁场能量密度与能流密度，立刻得到 

	 	 	 	 	 （2.3.m） 

其中  为光速。简记 ，将（2.3.m）代入动量方程

（2.3.g）得 

	 	 	 （2.3.n） 

如同前边讨论能量的情形，对于虚拟流体可以设置第三项应力 （或者将其与第二项流体

体块流动合并为总的动量流密度  ），立刻可以辨认出  为电磁场动量密度，

而  为其动量流密度（Maxwell stress tensor），流体场与电磁场的动量联合守恒： 

	 	 	 	 	 （2.3.o） 

(∇ ⋅ A) A + (∇ × A) × A = ∇ ⋅ (AA) − ∇( 1
2 A2)

(∇ ⋅ E) E + (∇ × E) × E = ∇ ⋅ (EE −
1
2

E2 𝕀)
(∇ ⋅ B) B + (∇ × B) × B = ∇ ⋅ (BB −

1
2

B2 𝕀)
𝕀 S

fe = ∇ ⋅ (ε0EE +
1
μ0

BB − ( 1
2

ε0E2 +
1
2

1
μ0

B2) 𝕀) − μ0ε0
∂
∂t ( 1

μ0
E × B)

fe = ∇ ⋅ (ε0EE +
1
μ0

BB − ue𝕀) −
1
c2

∂
∂t

S

c = 1/ μ0ε0 σe = ue𝕀 − (ε0EE + 1
μ0

BB)

∂
∂t

jm + ∇ ⋅ (jmvm) + ∇ ⋅ τ +
1
c2

∂
∂t

S + ∇ ⋅ σe = 0

τ = 0
T = jmvm + τ S/c2

σe

∂
∂t (jm +

1
c2

S) + ∇ ⋅ (T + σe) = 0

 译者注：该恒等式不妨直接用指标证明，首先：37

，其中  为对指标完全反对称的Levi-Civita符号（规定 ，交换任意

相邻指标相差一个负号，如 ，任意指标重复则得零，如 ），  为Kronecker delta符号

（其指标值相同得1，否则为零）。有了前边这个等式，之后就很直接：

。

((∇ × A) × A)i
= ∑jklm ϵijk (ϵjlm ∂l Am) Ak

= ∑klm (−δilδkm + δimδkl) (∂l Am) Ak = ∑k (Ak∂k Ai − Ak∂iAk) = ∑k (Ak∂k Ai − ∂i ( 1
2 Ak Ak))

= ((A ⋅ ∇) A − ∇( 1
2 A2))i

ϵijk ϵ123 = 1

ϵ213 = − 1 ϵ113 = 0 δij

(∇ ⋅ A) A + (∇ × A) × A
= (∇ ⋅ A) A + (A ⋅ ∇) A − ∇( 1

2 A2) = ∇ ⋅ (AA) − ∇( 1
2 A2)



同样即使没有流体，单独电磁场依然有动量流守恒方程 。一旦找到了电

磁场动量流密度  和能量密度  的表达式，电磁辐射压强与内能的关系就近在咫尺了。如同

作者在后文2.5节所进行的分析，若将电磁场也看作一种流体（其能量动量连续性方程如出一

辙），将其对称的“应力”拆解成各向同性的有迹（trace）部分与对称的无迹（traceless）部

分，仿佛流体一样处理（参见后文2.5节中（2.5.8）和（2.5.9），应力  中有迹的部分 

定义为压强 ，无迹的部分  定义为粘滞 ）： 

	 	 	 	 	 （2.3.p） 

如法炮制，我们就得到电磁辐射的压强与内能的比例关系 

 

   	 	 （2.3.q） 

方程（2.3.q）是对一般任意电磁场推导出的，当然也适用于热平衡下的电磁辐射，只要我们承

认电磁场这个系统也有温度  可言，也满足平衡态的热力学方程（2.3.12）： 

，	 即 	 	 	 （2.3.r） 

从（2.3.r）就得到Stefan–Boltzmann定律，热平衡下的电磁场，其压强与能量密度均与绝对温

度的四次方成正比： 

	 	 	 	 	 	 	 （2.3.s） 

Stefan–Boltzmann定律 （2.3.s）这个结果非比寻常，密切联系着下一章开篇的Kirchhoff热辐

射定律与Planck黑体辐射公式，热平衡下每单位体积电磁场的能量只依赖于温度，其比例系数

将是一个普适物理常数（对比理想气体 ），其中隐藏着电磁场微观结构的未知信息。 

热力学定律  

经典热力学的内容常常被总结为三条定律。已经提到过，第一定律只不过是能量守恒，我们在
2.1节中热能的背景下讨论过，接下来第二定律，通常归功于Clausius，2.2节中关于热力学效

∂t (S/c2) + ∇ ⋅ σ e = 0
σe ue

τ 1
3 (tr τ )

p Δ τ σ

τ = p 𝕀 + σ =
1
3 (tr τ ) 𝕀 + Δ τ

pe =
1
3 (tr σ e) =

1
3

tr (ue𝕀 − (ε0EE +
1
μ0

BB))
=

1
3 (3ue − (ε0E2 +

1
μ0

B2)) =
1
3 (3ue − 2ue) =

1
3

ue

T

dpe

dT
=

ue + pe

T
=

4pe

T
d (ln pe) = 4 d (ln T)

pe =
1
3

ue ∝ T 4

p = nkT



率的讨论基于此，可以表述为如下原理：不做功就不可能将热量从低温的热库转移到更高温度
的热库。我们已经看到，这导致了一个量——熵——的存在，它仅依赖于热力学状态，并且在
该状态做可逆变化时满足方程（2.3.1）。这也可以被认为是热力学第二定律的替代说法。 

第三定律有多种理论表述，其中一些由Walther Nernst（瓦尔特·能斯特，1864–1941）在
1906–1912年提出。最富成效的表述似乎是：在绝对零度时可以为所有系统赋予一个共同的熵
值（习惯上设为零），因此在绝对零度时，方程（2.3.1）中的积分必须收敛。这特别地意味
着，当  时比热容  必须消失 。这似乎与2.1节对理想气体的结果相矛盾，后者38

给出了一个不依赖于温度的比热容，无论是对定容还是定压。这个矛盾在实际现实中被避免掉
了，因为当温度接近绝对零度时，没有物质保持接近理想气体的状态。我们将在谈到量子力学
时看到，如果一个其他方面都自由的粒子被限制在任意固定体积内，那么它无法像在绝对零度
下的经典理想气体所要求的那样具有精确的零动量。相比之下，固体可以存在于绝对零度温
度，并且在这种极限下它们的比热容确实趋近于零。 

2 . 4  分子运动论与统计力学  

在上一章中我们看到，截至十九世纪中叶，尤其是基于Bernoulli和Clausius的研究成果，理想
气体定律已经确立。然而，尽管该定律是以考虑单个气体分子的运动推导出来的，其结论却仅
涉及整块 气体的宏观性质，如压强、温度、质量密度和能量密度。为了许多目的，包括化学39

反应或输运过程的计算，有必要深入一步推导出单个气体粒子运动详细的概率分布。这一工作
在James Clerk Maxwell和Ludwig Boltzmann（路德维希·玻尔兹曼, 1844–1906）的分子运动
论中完成。分子运动论后来被推广为统计力学的形式，特别是由美国理论家Josiah Willard 
Gibbs（乔赛亚·威拉德·吉布斯, 1839–1906）所发展。事实看来，这类方法取得了长足而深远

T → 0 dQ /dT

 译者注：若要  在 （  有限）时不发散，在所选定的可逆路38

径上（在特定路径上  可以表达成单一独立变量  的函数）如果主导项 ，那么  收敛

需要 ，即 ，这也就意味着 ，也就是沿着任意可逆路径趋于

绝对零度时任意系统的热容量必须趋于零，当然每单位质量的热容量（比热容）也必须趋于零。

S(T1) = ∫ T1

T0

dQ
T = ∫ T1

T0 ( 1
T

dQ
dT ) dT T0 → 0 T1 > 0

dQ
dT T dQ

dT ∝ Tα ∫ T1

0
Tα−1dT

α − 1 > − 1 α > 0 limT→0
dQ
dT ∝ limT→0 Tα = 0

 译者注：原文bulk gas我们翻译成了整块气体。物理学模型中，对一个系统会进行划分：bulk一般指宏观39

整体大块物质（尤其指体系内部），相对于surface表面（体系边界）等作区分；bulk也相对于微观做区分，
我们在后文经常翻译成“体块”，比如bulk property指的是远大于微观尺度的宏观体块性质（尽管体块在宏观
看可以很微小，其性质表现依然是巨量微观原子分子的总体平均效果），而非微观的原子分子尺度的性质。



的进展，不仅与热力学建立了对应关系，还在假设宏观物质乃是由极其大量粒子所组成的基础
上解释了热力学原理，从而帮助确立了原子的真实存在 。 40

M A X W E L L – B O LT Z M A N N分布  

1860年，Maxwell（麦克斯韦）考虑了平衡态气体中任意分子速度 ， ，和  分量的概率分
布函数  的形式 。概率分布函数定义为，当这些分量分别处于  到  、  41

到 、  到  的区间时，其概率的形式为 

 

他假设（没有给出像样的理由）粒子的任何速度分量处于特定范围内的概率与其它速度分量并
无关联。于是  必须与仅含  的函数成正比，且其系数只取决于  和 ，类似地
对  和  也如此。因此，  必须取以下乘积形式： 

 

旋转对称性进一步要求  只能依赖于速度的大小，而非其方向，因而只能依赖于
。若要具有  形式且是  的函数，只能正比于指数： 

 

常数  必须是正数，这样  在大速度下才不会发散“爆掉”，从而才可能使总概率等于单位一
——也必须如此。设定  为正数，并令每个粒子的总概率（即  对所有速度的积分）等于
一，得到比例因子： 

 

我们可以籍此来计算速度分量的方均值： 

x y z
P(vx , vy , vz) vx vx + dvx vy

vy + dvy vz vz + dvz

P(vx , vy , vz) dvx dvy dvz

P(vx , vy , vz) vx vy vz

vy vz P(vx , vy , vz)

P(vx , vy , vz) = f (vx) g(vy) h(vz)

P
v2

x + v2
y + v2

z f (vx) g(vy) h(vz) v2
x + v2

y + v2
z

P(vx , vy , vz) ∝ exp (−C (v2
x + v2

y + v2
z ))

C P
C P

P(vx , vy , vz) = ( C
π )

3/2

exp (−C (v2
x + v2

y + v2
z ))

 译者注：原文the reality of atoms，指的是原子不只作为思想概念和理论模型，并且作为（与可观测量密40

切联系甚至不可或缺的）现实/真实，可以译为“原子的真实性”。

 作者注：J. C. Maxwell，《哲学杂志》19卷，19页；20卷，21页（1860年）（Phil. Mag. 19, 19; 20, 21 41

(1860)）。这篇文章收录于Brush的《气体的分子运动论——经典论文选集与历史评论》（The Kinetic Theory 
of Gases – An Anthology of Classic Papers with Historical Commentary），已列在参考书目中。



 

Clausius通过设定  引入了绝对温度 ，其中  是一个常数，需要通过实验确定，  
是速度在垂直于容器壁方向上的分量，对于各向同性的速度分布来说可以取任意方向。因此常
数  一定由  给出，而Maxwell分布则取得形式 

	 	 （2.4.1） 

正如我们在2.2节末尾所见，理想气体中  的要求导致了 ，也确保了（除
一个任意常数因子外）  就是由Carnot循环效率所定义的绝对温度。 

Boltzmann在1868年以更令人信服的方式推导了概率分布函数  的公式 。他定义了一个量 42

 

并证明气体粒子碰撞总是导致  的减少，直至达到一个极小值——在极小值时  就是麦克
斯韦-玻尔兹曼（Maxwell–Boltzmann）分布函数。Gibbs在1901年给出了这个 -定理的一个
推广 。这个推广和证明由下文给出，并应用于气体。 43

我们给出更多推导Maxwell速度分布函数的细节，首先稍微完整定义单粒子速度概率分布： 

• 考虑一个（相对于粒子尺寸）几乎无穷大的气体系统，已经处于不随时间变化的平衡态，分

布函数都不含时间，没有任何一个粒子比其他的更特别，每个粒子的分布函数都一样： 

对整个体系，总可以谈  时刻第1个粒子处在位置 ，速度  附近，且第2个粒子处在位置 

，速度  附近，且…第  个粒子处在位置 ，速度  附近，这所有  个粒子的联合概

率分布 。我们不仅假设了  不显含 （即 ），而且假

设了每个单粒子分布（边缘分布）都跟第1个粒子的  一样： 

v2
x = v2

y = v2
z =

1
2C

mv2
⊥ = kT T k v⊥

C C = m /2kT

P(vx , vy , vz) = ( m
2πkT )

3/2

exp (−m(v2
x + v2

y + v2
z )/2kT)

mv2
⊥ = kT C = m /2kT

T

P

H ≡ ln P = ∫
+∞

−∞
dvx ∫

+∞

−∞
dvy ∫

+∞

−∞
dvz P(v) ln P(v)

H P(v)
H

t x1 v1

x2 v2 N xN vN N
P(x1 , v1 , x2 , v2 , … xN , vN , t) P t ∂P/∂t = 0

P(x1 , v1)

 作者注：L. Boltzmann, 《会议记录：维也纳科学院》第二部分，66卷，875页（1872年）（Sitz. Ber. 42

Akad. Wiss. (Vienna), part II, 66, 875 (1872)）。这篇文章的英文翻译收录在Brush的《气体的分子运动论
——经典论文选集与历史评论》（The Kinetic Theory of Gases – An Anthology of Classic Papers with Historical 
Commentary）中，已列在参考书目中。

 作者注：J. W. Gibbs，《统计力学的基本原理，特别参考热力学的理性基础而发展》（Elementary 43

Principles of Statistical Mechanics, Developed with Especial Reference to The Rational Foundation of 
Thermodynamics）（Scribner出版社，纽约，1902年（Scribner, New York, 1902））。



 

• 对单粒子分布 ，经常进一步假设位置与速度分布是独立的 ，比如

无外力场时认为气体内部是平移不变的，此处与彼处并无不同，于是  为均匀分

布，其中  是气体系统体积。无论怎样，积分掉位置就得到速度分布  

 

Maxwell得到速度分布函数  的方法十分高超，几乎只用到了各种“对称性”考虑： 

• 气体内部是各向同性的，没有任何方向特殊，于是  只依赖于  或 ，不妨计作  

	 	 	 	 	 	 	 （2.4.a） 

• 同样道理也可以说成，任何方向速度分量的分布都是同一函数（特别是，取3个坐标基底方

向）： ， ；不妨将这个函数计作 ，注

意各向同性要求即便这一个分量也是只论大小无论方向（正负）的， 

	 	 	 （2.4.b） 

其中  是垂直于  的平面向量（有平面内2个独立分量）； 

• 同样道理还可以说成，速度投影到任何平面的分量，其分布也都是同一函数（比如，垂直于 

 的平面内  这个分量的分布）。不妨将这个函数计作 ，注意各向同性要

求，3维速度向任何线性子空间，如1维直线或2维平面的投影，其分布都不依赖于在该子空间

内的方向，而只依赖于其大小， 

	 	 	 （2.4.c） 

其中  是垂直于  的平面向量。 

• Maxwell的关键假设是：相互垂直的速度分量作为随机变量是独立的，其联合分布（2.4.a）就

是各自分布（2.4.b）与（2.4.c）的乘积。我们也可以说成，任意方向速度分量的分布

（2.4.b）与其垂直平面上速度分量的分布（2.4.c）彼此无关，于是 

 ， 	 	 	 （2.4.d） 

P(x1 , v1) = ∫ P(x1 , v1 , x2 , v2 , … xN , vN) d3x2 d3v2 … d3xN d3vN

P(x , v) P(x , v) = P(x)P(v)
P(x) = 1/V

V

P(v) = ∫V
P(x , v) d3x

P(v)

P(v) |v | v2

P(v) = f (v2)

P( ̂e ⋅ v) = P(vx) = P(vy) = P(vz) ∀ ̂e P( ̂e ⋅ v) = g(( ̂e ⋅ v)2)

g(( ̂e ⋅ v)2) = ∫ℝ2

P(v) d2v⊥ = ∫ℝ2

f (v2) d2v⊥

v⊥ ̂e

̂e v⊥ P(v⊥) = h(v2
⊥)

h(v2
⊥) = ∫ℝ

P(v) d( ̂e ⋅ v) = ∫ℝ
f (v2) d( ̂e ⋅ v)

v⊥ ̂e

f (v2) = f (( ̂e ⋅ v)2 + v2
⊥) = g(( ̂e ⋅ v)2) h(v2

⊥) ∀ ̂e



这是个关键的函数方程。我们希望确定函数 ， ，  的形式，方便起见改一下自变量的名

字，再注意到这些函数作为概率分布都是非负的可以取对数（这种步骤并不关键，只是方

便），于是有 

	 	 	 	 	 （2.4.e） 

其中 ， 是独立变量且均 。 

• 只要再假设所涉及的函数都性质良好到可微分，就可以（2.4.e）两侧微分得到 

 

移项写成全微分为零（或者看作一个2维向量  与  内积  的形式） 

 

由于  是任意的，于是得到唯一可能性 ，也就是 

	 	 	 	 	 （2.4.f） 

其中  为不依赖于  ，  的常数。这是因为上述表达式（2.4.f）中  不含  而 

 不含 ，二者竟然恒等，只能是既不含  又不含 。这样就解出来了，我们恢复原

先（2.4.d）的自变量样子： 

 

不仅  是个指数的样子： 

	 	 	 	 	 （2.4.g） 

而且速度任何投影分量的分布，如线投影 ，面投影 ，都是同样指数形式，共享常数 ： 

，	 	 （2.4.h） 

截止此，将粒子速度  看作随机变量的话（或者其任何分量都可以），Maxwell的上述模型

得到其概率分布是个正态分布（Gauss分布），对单一变量  的概率密度  标准形式为： 

	 	 	 	 	 （2.4.i） 

f g h

ln f (x + y) = ln g(x) + ln h(y)

x y ≥ 0

f′￼(x + y)
f (x + y)

(dx + dy) =
g′￼(x)
g(x)

dx +
h′￼(y)
h(y)

dy

V dx = (dx, dy) V ⋅ dx = 0

( f′￼(x + y)
f (x + y)

−
g′￼(x)
g(x) ) dx + ( f′￼(x + y)

f (x + y)
−

h′￼(y)
h(y) ) dy = 0

dx V = 0

f′￼(x + y)
f (x + y)

=
g′￼(x)
g(x)

=
h′￼(y)
h(y)

= − C

C x y g′￼(x)/g(x) y
h′￼(y)/h(y) x x y

f′￼(v2)
f (v2)

= (ln f (v2))′￼= − C

f

P(v) = f (v2) ∝ exp (−Cv2)
g h C

P( ̂e ⋅ v) = g(( ̂e ⋅ v)2) ∝ exp (−C( ̂e ⋅ v)2) P(v2
⊥) = h(v2

⊥) ∝ exp (−Cv2
⊥)

v
x p(x)

p(x) =
1

2π σ
exp (−

(x − μ)2

2 σ2 )



其中均值（期望） ，方差 。从Maxwell速度分布（2.4.g）无论直

接积分计算，还是对照上述正态分布形式（2.4.i）（  相当于3个独立变量），均得到粒子平

均速度 ，方均 ，后者则由Clausius对气体压强的推导与理想气体实验定律联

系起来：由 ，得 ，于是 。 

广义的H定理  

考虑一个具有许多自由度的大系统，例如一个有很多分子的气体（但不非得是气体）。系统的
状态被参数化成了许多变量，我们用符号  来概括这些变量。（例如，对于单原子气体，  表
示原子1、2、… 等的位置 、 、… 和动量 、 、…；对于多原子分子的气体，  还包括
每个分子的空间定向及其变化率 。）我们用  标记这些参数的一个无穷小范围。（例如，44

对于单原子气体，  表示乘积 ，亦称相空间体积。）我们定义 
，使得系统的参数处于  周围的一个无穷小范围  内的概率为 ，并且  已经

归一化，使得 。定义： 

	 	 	 	 	 （2.4.2） 

Gibbs证明了  总是减小，直到达到一个极小值，在此极值处，  与一个指数成正比，指
数上是各种守恒量（例如总能量）的线性组合。

证明： 

定义一个微分变化率 ，使得系统从状态  转移到状态  附近  范围内的速率为
。当系统从  附近的状态范围  转移到  附近的状态范围 ，概率  

会增加；而当系统从  附近的状态范围  转移到  附近的状态范围  时，  则会减
少。所以 

 

或者，消去微分 ， 

x̄ = μ (x − x̄)2 = x2 − x2 = σ2

v
v = 0 v2 = 3/2C

m( ̂e ⋅ v)2 = kT mv2 = 3m /2C = 3kT C = m /2kT

α α
x1 x2 p1 p2 α

dα
dα d3x1 d3p1 d3x2 d3p2 …

𝒫(α) α dα 𝒫(α)dα 𝒫
∫ 𝒫(α) dα = 1

H ≡ ln 𝒫 = ∫ 𝒫(α) dα ln 𝒫(α)

H 𝒫(α)

Γ(α → β) α β dβ
Γ(α → β) dβ β dβ α dα 𝒫(α)dα

α dα β dβ 𝒫(α)dα

d𝒫(α) dα
dt

= ∫ dβ [𝒫(β) Γ(β → α) dα − 𝒫(α) dα Γ(α → β)]

dα

 译者注：比如，双原子分子看作一根小线段或者一个小向量的话，  需要包括线段/向量在空间的方向，44

可以是2个角变量，以及角变量的变化率（角速度）。
α



	 	 （2.4.3） 

（注意，这个式子隐含了  不随时间变化 ，如其所必须。另外，消去  是合规45

的，因为像  这样的相空间体积并不随时间变化。）现在使用 
，于此给出：

将方括号中第二项所引出的，也就是第二个双重积分中的  和  互换：

（2.4.4）

现在使用不等式：对于任何正数  和 ，都有 。（要证明这一点，只需注意
到：当  时，  为零，而其对  的导数是 ，因此当  时它从
下方单调接近零，而当  时又单调减小 ）由此得出：46

（2.4.5）

再次交换  和 ，这次是在第一个双重积分中：

（2.4.6） 

原始证明中假设了物理定律在时间流动方向反转下不变，因此有 ，所
以公式（2.4.6）说的是  随着时间减少，与  定理符合。在1964–1970年对中性 介子的衰

d𝒫(α)
dt

= ∫ dβ [𝒫(β) Γ(β → α) − 𝒫(α) Γ(α → β)]

∫ dα𝒫(α) dα
dα (d /dt) y ln y

= (ln y + 1) (dy/dt)

dH
dt

= ∫ ∫ dαdβ (ln 𝒫(α) + 1) [𝒫(β) Γ(β → α) − 𝒫(α) Γ(α → β)]

α β

dH
dt

= ∫ ∫ dαdβ 𝒫(β) ln ( 𝒫(α)
𝒫(β) ) Γ(β → α)

x y y ln(x /y) ≤ x − y
x = y y ln(x /y) − x + y x −(x − y)/x x < y

x > y

dH
dt

≤ ∫ ∫ dαdβ [𝒫(α) − 𝒫(β)] Γ(β → α)

α β

dH
dt

≤ ∫ ∫ dαdβ 𝒫(β)[Γ(α → β) − Γ(β → α)]

Γ(β → α) = Γ(α → β)
H H K

 译者注：（2.4.3）二侧一同对  积分，右侧的二项在交换积分哑元  和  后是一样的，相互抵消。45 α α β

 译者注：此处不等式是说，变量  与  二者，函数值至少相差1，即 。十分容易证明：46

 在  和  分别为负和为正，于是  时达到最小值 
。然后只需令  即得到 。

u ln u u − ln u ≥ 1
(d /du)(u − ln u) = 1 − 1/u u < 1 u > 1 u = 1
(u − ln u) |u=1 = 1 u = x /y ln(x /y) ≤ x /y − 1



变研究中发现，时间反演不变性并不精准成立 。幸运的是，  定理存活了下来，因为在量子47

力学中非常广泛的基础上，可以不使用时间反演不变性而证明 ： 48

	 	 	 	 	 （2.4.7） 

有了公式（2.4.6），就足以要求 ，正如所要证明的那样。 

参见译者图 2.4，解释一下微分变化率（differential rate）  这个概念。微分的意思是

对参数微分，所谓微分变化率  此处指的是，每单位时间 ，每单位参数空间 ，从

状态  附近转移到状态  附近的概率百分比有多少。比如，倘若只有一个参数，单位是米，

H

∫ dα [Γ(α → β) − Γ(β → α)] = 0

dH/dt ≤ 0

Γ(α → β)
Γ(α → β) dt dβ

α β

 作者注：K. R. Shubert 等人，《物理学快报》，13, 138 (1964)（Phys. Lett. 13, 138 (1964)）。这一点47

在 J. H. Christensen, J. W. Cronin, V. L. Fitch 和 R. Turlay 的早期实验中已有强烈的暗示，见《物理学评论
快报》，13, 138 (1964)（Phys. Rev. Lett. 13, 138 (1964)）。

 作者注：若要一个非常普适的证明，并参考了他人的早期研究，参见 S. Weinberg，《场的量子理论》48

（The Quantum Theory of Fields），第一卷，第150–151页（剑桥大学出版社，剑桥，英国，1995，2005）
（Cambridge University Press, Cambridge, UK, 1995, 2005）。

译者图 2.4：网格将相空间分割成一个个状态  及其附近微分区域 ，概率分布  将总量
固定等于  的全部概率分配到一个个微分区域上，状态  附近  分配到  这么多概率量，表示为图中
柱体，其他状态各自拥有相应的柱体。每单位时间内，  状态上每单位概率量，即图中每单位柱体体积，向另一
状态  转出  这么多概率量，同时  状态上每单位概率量（图中另一个柱体每单位体积）向  转入 

 这么多概率量。每单位时间内  上概率量变化，即柱体体积净变化，要把向所有状态转出和从所有状
态转入都算上。这个框架并不要求“连续局部传输（  只能与紧挨着的邻居状态转出转入）”，可以远程传送。

α, β, γ, … dα, dβ, dγ, … 𝒫
1 α dα 𝒫(α)dα

α
β Γ(α → β ) β α

Γ(β → α) α
α



 用单位表达可以是“多少概率比例每秒每米”。我们不妨只看  内迁出参数区域  而

迁入参数区域  的概率 ，其满足这样一个“衰减”关系：迁出的概率 

 总是正比于迁出前  中当时还剩下的概率 ，即 

		 	 	 	 （2.4.j） 

等式（2.4.j）左侧相当于原参数区域  中变化（减少）的概率比例（概率的百分比），而右

侧负号代表迁出，可以迁入的范围  越大，时间  越长，迁出的概率比例越多，而 

 则是这个瞬间这一对参数位置的“（微分）概率比例转移率”。迁入是类似的： 

	 	 	 	 	 （2.4.k） 

从  迁入  的概率  总是正比于迁入前  内所拥有的概率 ，而这部分概率

迁入的比例正是等式（2.4.k）左侧，等式右侧正号代表迁入，也是可以迁入的范围  越大，

时间  越长，迁入的概率比例越多，而  则是这个瞬间这一对参数位置的反向的

“（微分）概率比例转移率”。单看迁出迁入这一对方程（2.4.j）与（2.4.k），与入门教材中经

常出现的“指数衰减”，“指数增长”样式完全一致。这样一种概率流动方式自动保证了流入流出

最终总量不变，只需要把下方第二个等式积分中前一半或后一半积分哑元名字对换一下 

，不影响积分结果： 

 

	 	 	 	 	       

依据  所表示的意义，也不妨称其为状态转移率（transition rates），或者如量子力学

称跃迁率。如果我们提前假设时间反演对称，最基础层面上转移/跃迁率不区分方向，即 

，那么也可以简化证明  定理的步骤如下：将  代入  得到 

	 	 （2.4.l） 

在上述积分表达式（2.4.l）中交换积分哑元 ，得到等价的 

	        

Γ(α → β) dt dα
dβ d𝒫(α) dα

output

d𝒫(α) dα
output

dα 𝒫(α) dα

d𝒫(α) dα
output

𝒫(α) dα
= − Γ(α → β) dβ dt

dα
dβ dt

Γ(α → β)

d𝒫(α) dα
input

𝒫(β) dβ
= Γ(β → α) dα dt

dβ dα 𝒫(α) dα dβ 𝒫(β) dβ
dα

dt Γ(β → α)

α ⇋ β

d
dt ∫ 𝒫(α) dα = ∬ dβ [𝒫(β) Γ(β → α) dα − 𝒫(α) dα Γ(α → β)]

= ∬ [dα dβ 𝒫(β) Γ(β → α) − dβ dα 𝒫(α) Γ(α → β)] = 0

Γ(α → β)

Γ(α → β) = Γ(β → α) H d𝒫/dt dH /dt

dH
dt

= ∬ dαdβ (ln 𝒫(α) + 1) [𝒫(β) Γ(β → α) − 𝒫(α) Γ(α → β)]

α ⇋ β

dH
dt

= ∬ dαdβ (ln 𝒫(β) + 1) [𝒫(α) Γ(α → β) − 𝒫(β) Γ(β → α)]



	 	 	 （2.4.m） 

二个积分形式（2.4.l）与 （2.4.m）相加就可以将  写成更对称的形式： 

 

提出公共因子 ，则 

	 	 （2.4.n） 

注意到对数函数  随  单调增，于是 ，而且（下文有说明！）

，（2.4.n）中整个被积分量 ，这样就得到得到 。 

让我们暂停一刻细想这个结果的非凡之处。  随时间减小表明过去与未来之间有一个根本的区
别，即使底层的微观物理规律对时间流向完全对称——正如我们所看到的，它最初就是在时间
反演不变的假设下推导出来的——这个结果依然适用。过去和未来的差别在日常生活中是显而
易见的：一只摔在地板上的玻璃杯会碎裂，将其动能化为地板上的热，但躺在地板上的玻璃碎
片不会从地板上吸取能量并跳起来重新组合成一个杯子。但这种差别源自何处呢？正是将概率
概念引入物理学，才在过去与未来之间创造了不对称。我们可以尝试重写基本方程（2.4.3）的
概率变化率，将  替换为 ， 

 

但是这样一来我们就不得不将变化率  换成 ，但这没有意义，因为这些变化率必须是正
的。正是条件  与方程（2.4.3）共同确定了时间流动的方向。我们也可以在推导方程
（2.4.5）中看到这一点，只有假设  是正的，才能从方程（2.4.4）得出前者。 

L I O U V I L L E 定 理 *  

正如作者所讲， -定理出现的时间反演不对称，并非微观最基础物理学规律的直接结果（基本

定律可以是时间反演完全对称的），而是从概率转移方程（2.4.3）这样的描述就已经被人为引

入了。事实上，如果我们直接用物理学所建立的基本定律（所谓“第一性原理”，如Newton定

律）构造微观模型去看相空间的概率分布  到底如何变化，至少经典力学的刘维尔定理

= − ∬ dαdβ (ln 𝒫(β) + 1) [𝒫(β) Γ(β → α) − 𝒫(α) Γ(α → β)]

dH /dt

dH
dt

=
1
2 ∬ dαdβ (ln 𝒫(α) − ln 𝒫(β)) [𝒫(β) Γ(β → α) − 𝒫(α) Γ(α → β)]

Γ(α → β) = Γ(β → α)

dH
dt

= −
1
2 ∬ dαdβ Γ(α → β)(ln 𝒫(α) − ln 𝒫(β)) (𝒫(α) − 𝒫(β))

ln x x (ln x − ln y) (x − y) ≥ 0
Γ(α → β) ≥ 0 ≥ 0 dH /dt ≤ 0

H

t −t

d𝒫(α)
−dt

= ∫ dβ [𝒫(β)[−Γ(β → α)] − 𝒫(α)[−Γ(α → β)]]

Γ −Γ
Γ ≥ 0

Γ(β → α)

H

𝒫(α)



（Liouville’s theorem）会给出很有趣的结果，促使我们更较真思考不对称的来源。译者补充这

一节先证明Liouville定理的二种形式，下一节再与 -定理进行比较分析。 

完整的Liouville定理一般是在哈密顿力学（Hamiltonian mechanics）表述形式中证明的，这里

我们不打算采用Hamilton力学的完整形式，只需从更简单的Newton力学表述形式来探讨即

可。如果所谓气体模型微观上是一个Newton力学的质点系统，其能量表达式（或称哈密顿量

Hamiltonian）可以写作 

 

其中动能  用质点动量 ，  表示： 

 

而势能  常见形式是每二质点之间相互作用能之和，用质点位置  表示：  

 

要求这个能量函数 是常数（守恒量）， ，就可以得到系统完整的动力学方程 

 

其中使用了 ，相互作用力  自动满足

Newton第三定律（  表示对下标  的梯度，  表示  对其整个宗量  的导数），而 

 是从质点  位置指向质点  位置的单位向量（  这样的势能形式只能产

生吸引或排斥力）。将同一个质点所受的力合并在一起， 

 

注意到每个  都是独立的（也可以说成是，给予一个小时间 ，每个位置坐标  都可以独立

变化 ，坐标之间没有相互约束 ），立刻得到动力学方程  ， ，正是

熟悉的Newton第二定律形式。现在我们特意将动力学方程写成由  表达的十分对称的形式： 

	 	 	  

H

ℋ = 𝒦(p1 , p2 , … , pN) + 𝒱(x1 , x2 , … , xN)

𝒦 pi i = 1, 2, …, N

𝒦(p1 , p2 , … , pN) =
p2

1

2m1
+

p2
2

2m2
+ ⋯ +

p2
N

2mN
= ∑

i

p2
i

2mi

𝒱 xi

𝒱(x1 , x2 , … , xN) = V12( |x1 − x2 | ) + V13( |x1 − x3 | ) + ⋯ + V1N( |x1 − xN | )
+V23( |x2 − x3 | ) + ⋯ + V2N( |x2 − xN | ) + ⋯ + VN−1,N( |xN−1 − xN | ) = ∑

i<j

Vij( |xi − xj | )

ℋ dℋ/dt = 0

dℋ
dt

= ∑
i

pi

mi
⋅ ·pi − ∑

i<j
(Fij ⋅ ·xi + Fji ⋅ ·xj) = ∑

i

·xi ⋅ ·pi − ∑
i≠j

Fij ⋅ ·xi = 0

pi

mi
= ·xi Fij = − ∇xi

Vij( |xi − xj | ) = − ̂eijV′￼ij( |xi − xj | ) = − Fji

∇x x V′￼(⋯) V (⋯)
̂eij =

xi − xj

|xi − xj |
j i Vij( |xi − xj | )

dℋ
dt

= ∑
i

·xi ⋅ ·pi − ∑
j

Fij = 0

·xi δt xi

δxi = ·xi δt ·pi − ∑j Fij = 0 ∀ i

ℋ

·xi =
pi

m1
= ∇pi

𝒦(p1 , p2 , … , pN) = ∇pi
ℋ



	 	 	  

这还不够方便，我们再对参数重新编号，不再用  表示第几个粒子，也不再用原先三维空间向

量的符号。而直接重新规定 ，顺序下来每3个一组是原先一个粒子对应的标

号，如  是原先第3个粒子的编号，  是其位置坐标，  是其动量坐标。

这样就能立即重写上述方程为Hamilton力学的样子： 

，	 	 	 	 	 	 （2.4.o） 

这  个粒子系统的相空间是  维的，参数  就是全部位置  和动量 

，相空间体积元  之前写作 ，按新的编号规定

就是 。藉此我们来证明Liouville定理的二种表达形式。 

我们可以将相空间任意区域想象成一块随时间演化的流体，其每个点  流动速度  就是全体坐

标与全体动量的变化率，即所有  和 ，满足上述动力学方程（2.4.o），这样的流动称为相流

（phase flow）。 

• Liouville定理第一种形式说：相空间任意一块区域体积随相流不变。 

证明：我们来计算一下相空间体积元  在相流下如何变化，为了区别切割相空间参数的微分

和随时间变化的微分，我们以  标记后者，如 ， 。从  到 ，  流动到 

 ，落实到每个参数，遵循（2.4.o） 

 

 

因而相空间体积元  变化到（每个  是对应参数随相流变化出来的一点，正比于 ） 

	 	  

	 	 	          

上式中有  个括号乘积，每个  都是原先参数的微分（一小段长度）加上随相

流长出来一点点（同一参数额外“拉长或缩短”的一点点长度，正比于 ）。乘积展开就能看到

相空间体积变了多少，幸好我们只需要展开截至  一次方（只需要看相空间体积变化率），

·pi = ∑
j

Fij = − ∇xi ∑
j

Vij( |xi − xj | ) = − ∇xi
𝒱(x1 , x2 , … , xN) = − ∇xi

ℋ

i
i = 1, 2, 3, …, 3N

i = 7, 8, 9 x7 , x8 , x9 p7 , p8 , p9

·xi =
∂ℋ
∂pi

·pi = −
∂ℋ
∂xi

N 6N α x1 , x2 , … , x3N

p1 , p2 , … , p3N dα d3x1 d3p1 d3x2 d3p2 ⋯ d3xN d3pN

dα = dx1 dp1 dx2 dp2 ⋯ dx3N dp3N

α ·α
·xi

·pi

dα
δ δt δα = ·αδt t t + δt α(t)

α(t + δt) = α(t) + ·αδt

xi(t + δt) = xi(t) + ·xi(t) δt = xi(t) +
∂ℋ
∂pi

δt

pi(t + δt) = xi(t) + ·pi(t) δt = pi(t) −
∂ℋ
∂xi

δt

dα(t) δ(⋯) δt

dα(t + δt) = d (x1 + δx1) d (p1 + δp1) ⋯ d (x3N + δx3N) d (p3N + δp3N)
= (dx1 + d(δx1)) (dp1 + d(δp1)) ⋯ (dx3N + d(δx3N)) (dp3N + d(δp3N))

6N d(⋯) + d(δ(⋯))
δt

δt



相当于于逐次选取每个括号中  项构成  项和 （相当于每项只对应单独一个参数变化造

成的体积元变化），于是有 

 

	 	  

等式右侧第一项就是原先  时刻相空间初始体积元 ，第二项括号中有  项和，其中每项

都几乎是  乘积，只是依次将乘积中  或  对应替换成  

或 ；表达的意思是，每个参数微分  或  单独随相流产生一点点长度变化  或 

 都会造成相空间体积变化，而总的体积变化正是这  项单独贡献之和 （每个参数方向

都可以独立变化）。接下来，每个参数单独变化产生的微分长度变化  不是随意的，必

须按相流的动力学方程（2.4.o）规定的方式，以  和  为例： 

 

        

不仔细想的话，一旦将动力学方程（2.4.o）代入参数变化率如  和 ，面对如  和 

 这样的东西，取微分时仿佛要考虑向所有可能的  个参数方向的变化（  及其

偏导数显然是所有  个变量的函数），如上式最右侧的样子。幸好完全不是这样，体积元表

达式作为一堆参数微分的乘积，每个微分是每个参数（都是独立变量，不是其他参数的函数）

单独“切割出的小段”，每个参数随相流的变化只发生在其自己的方向（参数坐标轴）上，如 

 只发生在  轴上，怎样切割   也不会跑去其他参数坐标轴，  就只会产生若干倍

的  这样的贡献，与其他参数方向无关。也就是说，正确的表达式根本没有上式最右侧复杂

的求和，最后一个等号后面的括号里只有一项，见下方。值得一提的是，即使我们忘记了这个

事实，而盲目将上式这样的复杂形式代入相空间体积元变化量的时候，也会发现绝大部分参数

方向的变化都不产生新的体积：对每个参数方向，只有向同一参数方向的变化才有贡献。简单

说，以  为例 

 的变化只在  方向：		  	 	 	 	  

          的变化只在  方向：	     	  		 	 	  

δ(⋯) 6N

dα(t + δt) = dx1 dp1 dx2 dp2 ⋯ dx3N dp3N

+(d(δx1) dp1 dx2 dp2 ⋯ dx3N dp3N + dx1 d(δp1) dx2 dp2 ⋯ dx3N dp3N + ⋯) + 𝒪(δt2)

t dα(t) 6N
dx1 dp1 dx2 dp2 ⋯ dx3N dp3N dxi dpi d(δxi)

d(δpi) dxi dpi d(δxi)
d(δpi) 6N

d(δ(⋯))
x1 p1

d(δx1) = d( ·x1 δt) = d (∂p1
ℋ) δt = (∑

i

dxi (∂xi
∂p1

ℋ) + dpi (∂pi
∂p1

ℋ)) δt

d(δp1) = d( ·p1 δt) = d (−∂x1
ℋ) δt = − (∑

i

dxi (∂xi
∂x1

ℋ) + dpi (∂pi
∂x1

ℋ)) δt

·x1
·p1 d (∂p1

ℋ)
d (−∂x1

ℋ) 6N ℋ

6N

δx1 x1 d(δx1) d(δx1)
dx1

i = 1

dx1 x1 d (∂p1
ℋ) = dx1 (∂x1

∂p1
ℋ)

dp1 p1 d (−∂x1
ℋ) = − dp1 (∂p1

∂x1
ℋ)



这时再将这  个形如  和  的替换项代入

相空间体积元，立刻发现相空间体积变化量不仅是由  个单独参数方向的变化构成的，而且

每个单独方向的变化只在原体积  上产生了一个或正或负的比例因子（一个倍数）。用相

流的语言说：单独  的一点点流动  造成  “增加”了 ，单独  

的一点点流动  造成  “减少”了 。我们不妨将全部变化的总效

果写成坐标变换下体积变化的样子（相流完全可以被看作连续的坐标变换）：  的体积元  

 

其中雅可比行列式（Jacobian determinant）长这个样子 

	 	 	 	 （2.4.p） 

妙在每一对 ，  的体积贡献正相反，完全抵消；雅可比（Jacobian）并不随时间变化：

，永远有 ，相空间体积变化率等于零。这就意味着，相空间体积在相流

下完全不变。 

• Liouville定理第二种形式说：相空间中任意概率分布随相流不变。 

随意指定相空间概率分布 ，系统处于参数  到  范围内的概率为 ，

。概率就像相空间中密度可变的流体，随相流  运动，  可以显含时

间，固定一个参数状态  看该位置的  完全可以随时间变化。而定理的意思是，如果我

们跟随相流一起同步运动（就像一叶扁舟乘相流来去，相对于局部相流静止，在扁舟上看概

率），那么会看到每时每刻我们当时所在位置的概率并不变化，即 。 

证明：即然必须整个相空间积分 ，那么概率作为守恒量——如同质量、电荷、

能量等——一定可以构造守恒流的连续性方程（continuity equation）。仅有上述归一化条件还

不够，我们需要加强假设所谓“连续性”条件：任何概率变化必须是输运（transportation）过程

的结果。换句话说，一个地方的概率要变化，只能是从或向其他紧挨着的地方连续流进流出，

要转移到哪个地方必须一个局部一个局部连续流过；不能从一个地方直接消失，同时从另一个

地方凭空出现。后者就不叫输运，而叫隔空瞬移（teleportation）。在这个“连续输运”的加强假

设下，很自然地类比质量流，电流，能流等“某种密度 流速”的形式，定义相空间的概率密度

流 ，其中  是向所有参数方向的流速。通俗

地说，概率密度流 一点点时间  就得到一小块概率 一点点位移： 

 

6N d(δx1) = (∂x1
∂p1

ℋ) δt dx1 d(δp1) = − (∂p1
∂x1

ℋ) δt dp1

6N
dα(t)

xi δxi = ·xi δt dα(t) (∂xi
∂pi

ℋ) δt dα(t) pi

δpi = ·pi δt dα(t) −(∂pi
∂xi

ℋ) δt dα(t)

t + δt

dα(t + δt) = |detJ | dα(t)

|detJ | = 1 + (∑
i

∂xi
∂pi

ℋ − ∂pi
∂xi

ℋ) δt

xi pi

|detJ |∙ = 0 |detJ | = 1

𝒫(α) α α + dα 𝒫(α) dα
∫ 𝒫(α) dα = 1 α(t) 𝒫(α, t)

α 𝒫(α, t)

(d /dt)𝒫(α(t), t) = 0

∫ 𝒫(α, t) dα = 1

×
𝒥(α, t) = 𝒫(α, t) ·α ·α = ( ·x1 , ·p1 , ·x2 , ·p2 , … , ·x3N , ·p3N)

× δt ×

(𝒥 dα) δt = (𝒫 dα) ( ·αδt) = (𝒫 dα) δα



注意这个表达式中  是相空间一小块体积，而  是参数随时间的一小点变化（相空间中的位

置移动）。有了这个守恒流就可以确切表达连续输运的要求了，对相空间中任意固定区域 ，

其中包含的概率总量的变化，必须是经由区域边界  流进流出的结果： 

	 	 	 	 （2.4.q） 

其中我们借用了一些向量符号，相流通量以相空间坐标写出来的话 

 

其中“面积元”以  和  为例，都

是将下标对应的那一个维度的微分去掉，剩下的  维的“面积”。如同3维空间，相空间依

然有散度的高斯定理（Gauss Theorem）： 

	 	 	 	 	 （2.4.r） 

右侧散度的意思是 

 

我们稍微论证一下这个高维版本的Gauss定理（2.4.r）。一旦将变量都代入（2.4.r），就会发现

给其提供一个粗糙的证明并不很难。要对  证明 

 

只需对相空间中一个“超级小方块”证明（将  看作大量小方块拼起来而每个小方块趋于零的极

限，每个分割出的小方块 ），而且每个参数

维度可以单独证明再拼起来。比如一个小方块  中  参数维度  这一小段 

 

	  

是成立的，其中  是  这一小线段二个边界点，意味着  是在  边界面 

 上取值的，完全符合（2.4.r）。依此类推到其他参数维度，就证明了（2.4.r）对整个小方

dα δα
ω

∂ω

∂
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∂(Δx1) Δx1 𝒥x1 ∂(Δx1)
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块  成立。进而再把小方块  拼接成 ，所有  们搭积木重合的分界面上相流通量彼此

抵消，最终只剩下  边界上  的相流通量。以上一番陈述算是一个粗糙而直观的Gauss定理

（2.4.r）的证明。 

一旦承认了（2.4.r），就有 

 

对任意区域  恒成立，于是得到连续性方程 

	 	 	 	 	 （2.4.s） 

接下来就可以着眼于Liouville定理本身，直接计算相空间密度分布随相流的变化率 

	 	 	 	 （2.4.t） 

用连续性方程（2.4.s）将（2.4.t）等式右侧第一项改用守恒流表示，并且二项都用具体参数写

出来 

	 	 	 	 （2.4.u） 

		 	 	 	 （2.4.v） 

以上（2.4.u）与（2.4.v）二个方程求和，等式最左侧得到（2.4.t），而等式最右侧大部分内容

都抵消掉了，只剩下 

	 	 	 	 	 （2.4.w） 

最后一步则是相流必须满足动力学方程（2.4.o）： ， ，于是大功告成： 

	 	 	 	 （2.4.x） 

（2.4.x）代入（2.4.w）就证明了跟着相流走，相空间密度分布完全不变 。 

Δω Δω ω Δω
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∂
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𝒫(α, t) = − (∑
i

∂xi
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·xi = ∂pi
ℋ ·pi = − ∂xi

ℋ

∑
i

∂xi
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·pi = ∑
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ℋ = 0
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P O I N C A R É 回 归 与 H 定 理 的 时 间 方 向 起 源 *  

上文证明的二种Liouville定理不仅本身是经典力学漂亮的结果，而且用于相空间的分布时，会

直击 -定理出现的时间方向之来源，至少对于微观上满足Newton力学的模型有如下推断： 

1. 对于有限体积的孤立系统——比如限制在绝热容器中的气体——其能量动量等都是守恒

的，单个粒子的位置和动量都不能无限大，系统所有参数都限定在相空间有限区域内。这

时候，在不清楚（即使对于经典系统，现实上也不可能“无限精确”地知道）系统确切状态 

 的情况下，经常认为系统状态其实是对应相空间一小块区域 。在统计力学中有所谓微

正则系综（micro canonical ensemble）的概念，意思就是将孤立系统的状态看作相空间一

块区域上的均匀分布，几乎与考虑该区域体积无异。记  为  体积，则某个随意 

时刻  在其上的均匀分布为 ， 。此时系统的  函数为

，即相空间区域大小的对数。重要的是，  和  

其实是随时间演化的，原则上我们应该写 ；但Liouville定理的第一种形式

保证了  体积永远不变， ，于是  是一个常数（后文很快会看

到，除去普适的比例系数，  就是系统的熵，即熵不变）。相当于说，我们并不

能十分确定系统的状态，只知道其处于“总量“为  的一群等可能的状态中。接下来系统按

照动力学演化，尽管系统所处的状态可以不断变化，但所有可能状态的“总量”还是  这么

多。关于系统到底处在何种状态，随着时间以推进，没有更确定也没有更不确定（不获得

信息也不损失信息）。相流下  不变，并未出现不对称的时间方向。 

2. 对“有限”系统，即其可能的状态在相空间一块有限的参数范围内，Liouville定理的第一种形

式还有另一个推论，所谓弱形式的庞加莱回归定理（Poincaré recurrence theorem），后者

给时间方向的出现设置了另一个障碍。Poincaré回归定理说：无论从什么初始状态出发，

经过足够长时间，总有原初始状态附近的状态演化回到初始状态附近，而且想多近就多

近。我们先来证明这一点。 

证明：首先明确一点，满足动力学方程（2.4.o）的相流是不交叉的，相空间中一个点只有

唯一的未来和唯一的过去。如果二条相流曲线  和  相交（共点），那么方程

（2.4.o）规定这个点只有唯一的相速度 ，从同一个点以一个速度出发被同样的

方程支配，只能生成同样的曲线轨迹，  根本不是二条不同的曲线。倒回去更早

时刻也如此， ，速度/动量反个方向 ， ，力不变 

，于是  和  自动满足方程 ，

，还是原先的轨迹，只是方向倒了回去。用通俗的语言，相流不能汇

合，也不能分叉（汇合的时间反演就是分叉）。 

H

α ω

∫
ω

dα = Ω ω

t 𝒫(α, t) = 1/Ω ln 𝒫(α, t) = − ln Ω H
H(t) = − ∫

ω(t)
(1/Ω) ln Ω dα = − ln Ω ω(t) H(t)

H(t) = − ln Ω(t)
ω(t) ∫

ω(t)
dα = Ω H = − ln Ω

−H = ln Ω
Ω

Ω

H

α(t) β(t)
·α(t) = ·β(t)

α(t) = β(t)
t → − t ·xi → − ·xi pi = ·xi /m → − pi

·pi = ··xi /mi → ·pi xi(−t) −pi(−t) ∂t xi(−t) = ∂−pi
ℋ

∂t(−pi(−t)) = − ∂xi
ℋ



接下来考虑包含初始状态  的一块小区域 ，  随着时间演化，整个  也如

此，每个点的演化都符合相流的方程（2.4.o）。我们不妨随意指定一个时间段 ，每过这

么长时间就来周期性地看一眼  演化到什么样了（比如给相空间拍张照片），自然是产

生如下系列： 

， ， ， ， ， 	 	 	 	 （2.4.y） 

刚才假设过系统的相空间是有限的，不超过某个范围 ，也就是说  永远包含在  之

内。现在关键来了，Liouville定理的第一种形式保证了  的体积随相流演化永远不变

（永远跟  一样大），那么（2.4.y）这一串不可能永远不交叠，否则  不可能是有限体

积。一个个体积一样而完全不重叠的区域累加下去，会超过任意体积，有限的  肯定装不

下。如译者图 2.5，不妨假设发现走了  个步骤的时候  和之前  交叠了

（ ），那么倒回去  个观察周期（看看之前拍的照片），一定会发现 

 和初始区域  有交叠。道理是：假如  时刻没有交叠而  时刻

发生交叠，那一定有相空间不同点出发的相流曲线（起点分属泾渭分明的不同区域  

和 ）相交在了同一点（  和  交叠区域），这就违反了前述“相流

不能汇合”的前提。反过来想也行，  时刻交叠区域的任何一个点，倒溯回去，任何时刻

α(0) ω(0) α(t) ω(t)
Δt

ω(t)

ω(0) ω(Δt) ω(2Δt) … ω(nΔt) …

Γ ω(t) Γ
ω(t)

ω(0) Γ
Γ

n ω(nΔt) ω(mΔt)
0 ≤ m < n m

ω((n − m)Δt) ω(0) (n − m)Δt nΔt
ω(0)

ω((n − m)Δt) ω(nΔt) ω(mΔt)
nΔt

译者图 2.5：如左侧图，相空间一块区域  随着相流演化体积不变，每隔一段时间  观其变
化，如果当前时刻  与过去某时刻  交叠了，那么回溯（各自回溯），一定会有此前
特定时刻  与初始区域  交叠。事实上，如右侧图，交叠区域的任意一个点，都始
终处于  不同历史时刻的交叠区域，交叠区域本身作为一个有限区域随着相流演化下去也会无限
次与自身交叠。右侧图显示了一条周期性相流曲线，但Poincaré回归不需要任何一条相流确切地周而

复始，只需要从交叠区域出发的一簇簇相流曲线再流进同一交叠区域，回到起点“附近”。

ω(t) Δt
ω(nΔt) ω(mΔt)

ω((n − m)Δt) ω(0)
ω(t)



只能还是一个点（相流不能分叉），同时这个点又必须同属  二个不同的历史时刻 ，49

那就意味着任何时刻的  永远与另一个时刻有交叠，包括  时刻。这个事实意味

着，在时间演化下，区域  中的一些点总会回到  里面，即使一度远离。 

以上结论并不限制  具体的大小，  多小都行，只要还是有限体积。于是总可以选取

一个包含初始状态  的足够小的区域 ，里面所有点  都距离  足够近。那么

根据上述论证，经过足够长时间 ，  总会与  交叠，总有些  回归 

，从而这些曾经在  足够接近  的状态 ，沧海桑田之后再度回归到足够接

近  的状态。这就是一种Poincaré回归。而且，没有任何时刻是特殊的，  时刻可以作

为新的  时刻，回归会发生无限多次，一个系统会无限多次回归每一个时刻的状态。 

可以合情合理地假设，现实系统的相空间大多保持有限（如气体粒子的位置、动量、能量

等都维持有限）。于是就有个有趣的结果：一个系统从一个初始状态出发可以演化得面目

全非，但从任何状态出发开始演化的系统，总有从附近很接近其状态出发的系统副本会回

归初始状态（足够接近的状态在现实的实验测量上可以认为不可区分）。说得通俗点，重

复（实验上的）初始条件，总会有系统回归。这样的话，就很难认为符合Newton力学的系

统本质上会存在 -定理所描述的单调变化的函数，系统函数如果一度增大或减小了，那么

总有一天Poincaré回归之时，系统几乎复原（要多接近可以有多接近），难道系统的函数

不复原吗？这曾是19世纪末对Boltzmann版本 -定理的一种反对意见。 

我们甚至可以证明更强形式的一种Poincaré回归：几乎所有从相空间初始区域  出发的

相流都会回到初始区域，只是并不需要“同时出发，同时回归”。简单证明如下：我们已经

证明了相空间随意一块有限区域 ，随时间演化下去，迟早会与自己部分重叠，比如有

一个子区域 （就是文中所说的“交叠区域”）在  时刻回归了，即 ，

。请注意回归区域  其相空间体积一定是大于零的，否则如果交叠

区域体积总等于零（比如只是“个别点”，数学上叫做零测度的子集），那么随时间演化下

去完全不交叠区域的体积累加就会趋于无穷，这是违背假设的，前述证明中已经用过这一

事实。我们把这个交叠/回归区域  从初始区域中扣除，也就是考虑去掉回归区域后

ω(t)
ω(t) t = 0

ω(0) ω(0)

ω(t) ω(t)
α(0) ω(0) β(0) α(0)

T ω(T ) ω(0) β(T ) = β(0)
ω(0) t = 0 α(0) β(t)

α(0) T
0

H

H

ω(0)

ω(0)
Δω1(0) t1 ∃ t1

Δω1(t1) = Δω1(0) Δω1(0)

Δω1(0)

 译者注：如果一条相流曲线确切重复走到了曾经走过的地方，  ，  或者 49

， ，那么不仅其某时刻位置会与起点完全重合  或者 
，而且其过去曾经走过与未来即将走到的所有地方都必须一再重蹈覆辙：
， ，这条相流只能是闭合曲线。Poincaré回归没有这么高要求，相空间一块区域 

 的整个历史演化，迟早会与初始时刻的  交叠，而且每时每刻  中都有交叠区域同时属于其演
化出来的另一个历史时刻，比如  与  交叠，那么  总与  交叠。但并不需要任何一条
相流曲线“确切重复”自己，完全可以不存在周期性曲线。可以想像，  的历史交叠区域中每个点都有一
条相流曲线伸展出去，这一簇曲线在未来某个时刻  都一起回到了出发的那块交叠区域，但每条线都与起
点错开了，没有任何一条闭合曲线形成，这一簇曲线还可以继续这样无限次“回归”到其起点附近。

α(mΔt) = α(nΔt) m < n
α(t1) = α(t2) t1 < t2 α(0) = α((n − m)Δt)
α(0) = α(t2 − t1)
α(t1 ± t) = α(t2 ± t) ∀ t
ω(t) ω(0) ω(t)

ω(T ) ω(0) ω(t + T ) ω(t)
ω(0)

T



初始区域剩下的部分 （我们比较随意地用了个减号，常用的集合符号可以

是 ）。显然这剩下的部分也是相空间的一个有限区域，它的一部分  迟

早也会回归，只不过不必要跟  同时回归，比如 ，  。接下来从

初始区域再去掉 ，考虑剩下的 ，显然这还是一个满足

Poincaré回归条件的相空间区域，还会有一块子区域  回归：即 ，

，继续将其也扣除后考虑 ，依次类推。只要 

 还剩下有限体积没有扣除掉，就继续不断考虑越来越小的尚未回归的剩余区域，而总

存在未来某时刻会有其子区域回归，直到我们穷尽  的体积。这就证明了，几乎所有 

 都回归了（除去“个别点”，或者说可能有个零测度的子集不回归）。这个较强形式的

Poincaré回归意味着，无论限制多么小的出发范围，几乎所有相流都迟早会回到任意接近

出发点的状态，那么，岂非系统几乎所有状态的 -函数也都应该（总有一天）回到任意接

近初始值，而不可能随时间单调变化？ 

3. 回到Gibbs对 -函数的定义（2.4.2）： ，如果所考虑的系统的

相流根本上是由（2.4.o）规定的，根据Liouville定理第二种形式，就有 ，

这是说跟着相流走概率密度不变（并不是概率密度在相空间的分布完全不变）。但是

（2.4.2）中只涉及概率密度的函数对整个相空间积分，这样一来，随着相流“此处的概率密

度走到彼处”，计算所有局部的积分贡献就不分彼此了。换句话说，相流承载着概率密度在

相空间移动，只是局部连续搬运了一下位置，同样的概率密度只是被移动到了不同的参数

位置，积分之下位置移动就没有效果了，概率密度对数的平均值并不会改变。直接计算立

刻可以验证这一点： 

 

由 ， ，就有 。

这就是说，系统的 -函数值完全不变，也没有产生不对称的时间方向。 

4. 最后我们来比较一下创造时间方向的关键“主方程（master equation）”（2.4.3）与时间反演

对称的Liouville定理所给出的相空间概率演化方程。我们特意将相空间的微分写作 ，

而时间变化的微分写作 ，首先是Gibbs论证中的概率密度演化，稍微改写（2.4.3）： 

	 	 （2.4.z） 

Liouville定理的第一种形式，没有讨论概率，只出现了相空间本身的流动，下式即（2.4.p）

代入相空间体积表达式得到的微分变化 ，截至 ： 

ω(0) − Δω1(0)
ω(0) \ Δω1(0) Δω2(0)

Δω1(0) ∃ t2 Δω2(t2) = Δω2(0)
Δω2(0) ω(0) − Δω1(0) − Δω2(0)

Δω3(0) ∃ t3 Δω2(t3)
= Δω3(0) ω(0) − Δω1(0) − Δω2(0) − Δω3(0)

ω(0)
ω(0)

ω(0)

H

H H(t) = ∫ 𝒫(α, t) ln 𝒫(α, t) dα
(d /dt)𝒫(α, t) = 0

dH(t)
dt

= ∫ (ln 𝒫(α, t)
d
dt

𝒫(α, t) + 𝒫(α, t)
d
dt

ln 𝒫(α, t)) dα

(d /dt)𝒫(α, t) = 0 (d /dt) ln 𝒫(α, t) = (d /dt)𝒫(α, t)/𝒫(α, t) = 0 (d /dt) H(t) = 0
H

d(⋯)
δ(⋯)

δ𝒫(α, t) dα = δt∫ dβ (Γ(β → α) 𝒫(β, t) − Γ(α → β) 𝒫(α, t)) dα

δα(t) = α(t + δt) − α(t) 𝒪(δt)



	 	 	 	 （2.4.aa） 

Liouville定理的第二种形式（2.4.x）代入（2.4.w）， 

	 	 	 （2.4.ab） 

（2.4.aa）和（2.4.ab）初看起来都有几分像（2.4.z），但表达的意思并不相同。（2.4.aa）

和（2.4.ab）关心的都是随相流的演化（跟随着相流看体积与概率的变化），而不是

（2.4.3）所表达的固定相空间微分 ，而看概率如何进出这块微分。能够与（2.4.3）平行

比较的是连续性方程（2.4.s），因为在Liouville定理中假设的是概率流动是随着相流的输运

过程： 

	 （2.4.ac） 

将相流的动力学方程（2.4.o）代入（2.4.ac） 最右侧括号中各项，得到 

 

	 	 （2.4.ad） 

（2.4.ad）中后一项（可能是样子最像（2.4.z）的部分）等于零，这本身就是Liouville定理

的内容；只剩下前一项的贡献，前一项的数学形式在经典力学中被称为泊松括号（Poisson 

bracket），当然我们此处并不需要这些术语，而重要的是对比数学形式 

	 （2.4.ae） 

现在（2.4.ae）与（2.4.z）表达的都是  到  时刻之内，  附近  微分区域上的概率 

 的时间变化量 ，但很显然，（2.4.z）允许远程瞬移传送，而

（2.4.ae）本身表达的就是连续局部输运，这还不是最主要区别；（2.4.ae）中并没有“跃迁

率” 当前概率的形式，当  时， ， ， ， ，我们立

刻看到（2.4.ae）等式右侧不变，时间反演下概率会回流，没有出现过去与未来的差别。从

（2.4.ae）究竟进行了何种“近似”而损失掉了回到过去的可能性并过渡到（2.4.z）是值得继

续探讨的问题。 

δα(t) = δt (∑
i

∂xi
∂pi

ℋ − ∂pi
∂xi

ℋ) dα(t)

δ𝒫(α(t), t) = δt (−∑
i

∂xi
∂pi

ℋ − ∂pi
∂xi

ℋ) 𝒫(α(t), t)

dα

δ𝒫(α, t) = δt (− ∇α ⋅ 𝒥(α, t)) = δt (−∑
i

∂xi (𝒫 ·xi) + ∂pi (𝒫 ·pi))

δ𝒫(α, t) = δt (−∑
i

·xi ∂xi
𝒫(α, t) + ·pi ∂pi

𝒫(α, t)) − δt (∑
i

∂xi
∂pi

ℋ − ∂pi
∂xi

ℋ) 𝒫(α, t)

= δt (−∑
i

(∂pi
ℋ)(∂xi

𝒫) − (∂xi
ℋ)(∂pi

𝒫)) + δt (−∑
i

∂xi
∂pi

ℋ − ∂pi
∂xi

ℋ) 𝒫

δ𝒫(α, t) dα = δt (∑
i

(∂xi
ℋ(α)) (∂pi

𝒫(α, t)) − (∂pi
ℋ(α)) (∂xi

𝒫(α, t))) dα

t t + δt α dα
𝒫(α, t) dα δ𝒫(α, t) dα

× δt → − δt xi → xi ∂xi
→ ∂xi

pi → − pi ∂pi
→ − ∂pi



5. 另一点值得注意的是，在Boltzmann的原始证明中，他并没有直接直接动用“跃迁率”这样一

个概念，而是将其隐含在了粒子分别处于碰撞前初始状态和碰撞后末尾状态的概率，以及

其他涉及始末状态之间关系的量（如粒子有效横截面积，后文2.5节“输运现象”平均自由程

中有涉及）之乘积当中。正文中作者给出的证明（Gibbs版本的 -定理）所用的分布概率

是整个系统的分布概率 ，下标编号为第几个粒子，每个  代表该

粒子的状态。Boltzmann方程不包含系统完整的概率分布信息，而是描述单粒子的概率密度

 的变化率，而该变化率依赖于双粒子的分布概率 

。单粒子与双粒子分布都是从系统完整概率分布

将其余粒子的自由度“积掉”之后的边缘分布，于是我们较难直接对比Boltzmann与Gibbs的

证明。在Boltzmann的证明中，造成 -函数的递减无法逆转的一个关键原因是他假设了两

个粒子在碰撞前的概率分布是独立的，也就是二个粒子  和  各自出现在位置 ，  且分

别具有动量 ，  的联合概率就等于各自概率乘积 ，

但碰撞后不再是。如果作出相反的假设：碰撞之后而非之前的粒子分布概率是独立的，那

么 -函数反而会单调递增。这符合我们的直觉：粒子在碰撞前的运动是相对独立的，碰撞

后的运动则是相互关联的。可是这一直觉的来源是无知：因为我们无法知道碰撞之前的两

个粒子是如何关联的，才不得不将其理解成不关联的。少了这一层直觉，这一层无知，也

就推导不出时间的不可逆转性了。所以也有人将熵增/ -函数递减理解为一种观察者效

应。有兴趣具体推导的的读者可以参考Kardar的Statistical Physics of Particles一书。 

正则与巨正则系综

现在让我们回到 -定理。  的减少会停止于  达到极小值之时，在此处，对于任何物理上可
能的  的无穷小变化，  都会驻足不变。对于任意无穷小的变化 ，我们有

 

现在，  并非完全任意，而受到条件制约，  的变化既不能改变总概率 ，
又不能改变任何守恒量的平均值，如总能量 。为了使  在任何保持  以及所有
守恒量均值的  变化下都理所应当地消失掉，必要且充分的条件是，  应该是常数
与任何守恒量的线性组合。例如，如果总能量  是唯一的守恒量（如辐射的情形），那么
如果我们用  表示  在此线性组合中的系数，我们得到 

 

H
𝒫(α) = 𝒫(α1, α2, … , αN) α

𝒫(α1) = ∫ 𝒫(α1, α2, … , αN) dα2 ⋯ dαN

𝒫(α1, α2) = ∫ 𝒫(α1, α2, … , αN) dα3 ⋯ dαN

H
1 2 x1 x2

p1 p2 𝒫(x1, p1, x2, p2) = 𝒫(x1, p1)𝒫(x2, p2)

H

H

H H H
𝒫(α) H δ𝒫(α)

δH = ∫ δ𝒫(α) dα [ln 𝒫(α) + 1]

δ𝒫(α) 𝒫 ∫ 𝒫(α) dα = 1
E(α) δH ∫ dα 𝒫(α)

𝒫(α) ln 𝒫(α)
E(α)

−1/Θ E(α)

𝒫(α) = exp [𝒞 −
E(α)

Θ ]



其中常数因子  由  的要求来确定。我们将在下面证明，采用这种概率分布
时，量  具有熵的定义特性（2.3.1），前提是  与绝对温度  成正比， ，因此正
则系综通常写作 

	 	 	 	 	 （2.4.8） 

 的数值表达的是我们如何将温度单位转换为能量单位。因为它只是我们制定的单位系统的
事，于是并不依赖于这种分布所描述的是什么样的系统。 

更一般地，可能存在其他守恒量 。例如，在不同类型分子组成的气体中，即使这些分子正
在经历化学反应，在通常条件下第  类原子的数目  也是不变的。在这种情形中，  一
般会包含与每个守恒量  成正比的项，系数我们表示为 ，其中 （有时指  ）
这个量被称为化学势。此时概率密度为 

	 	 	 	 （2.4.9） 

按这种方式分布概率的多粒子系统被说成形成了一个巨正则系综。例如，在由 、  和 
 分子组成的气体中，有二个化学势，分别对应氢原子和氧原子，因此在给定温度下的平

衡状态，我们可以推导出三种分子密度之间的一套比例，而无需了解任何化学势的数值，但要
推导出所有的密度，我们就需要知道这些化学势。 

按照 -定理，系统演化过程 -函数持续减小，这个过程系统偏离平衡态，直至  其取极小

值，从此刻起  保持不变，对应于系统达到热平衡状态。平衡状态的概率分布是什么样子？从

前文得到的  的各种表达式来看，如 

	 	 	 （  相等） 

	 	 	   （平衡时不等式取等号） 

	 	 	 （  相等） 

首先有一种解明显是： ， ，即相空间中的均匀分布。这个解只有在系统

（游走在相空间）可以去到的地方只限于相空间的有限区域才可能，否则概率密度的积分不收

敛。比如，对孤立的有限系统，平衡态是一个在相空间有限区域的均匀分布（正如前文

Liouville定理第一种形式所讨论的那样），系统演化而相空间体积  不变，  也不变；

e𝒞 ∫ 𝒫(α)dα = 1
−H Θ T Θ = kT

𝒫(α) = exp [𝒞 −
E(α)
kT ]

k

𝒩i

i 𝒩i ln 𝒫(α)
𝒩i(α) μi /kT μi μi /kT

𝒫(α) = exp [𝒞 −
[E(α) − ∑i μi 𝒩i(α)]

kT ]
H2 O2

H2O

H H H
H

dH /dt = 0

dH
dt

= ∬ dαdβ (ln 𝒫(α) + 1) [𝒫(β) Γ(β → α) − 𝒫(α) Γ(α → β)] = 0 Γ

dH
dt

≤ ∬ dαdβ [𝒫(α) − 𝒫(β)] Γ(β → α) = 0

dH
dt

= −
1
2 ∬ dαdβ Γ(α → β)(ln 𝒫(α) − ln 𝒫(β)) (𝒫(α) − 𝒫(β)) = 0 Γ

𝒫(α) = 𝒫(β) ∀ α, β

Ω H = ln Ω



孤立系统当然有能量守恒等多个守恒量，而其能量值与其他守恒量值完全不变，于是均匀分布

也符合（2.4.8）和（2.4.9），只不过指数上完全是常数，不随参数  变化，整个  在可以

到达的参数  范围内都是常数（而且很容易满足归一化条件，只需 ）。 

作者着重讨论的是有约束条件下  的极值问题。严格地说这个概率分布的问题永远有

约束，至少有  这个归一化约束，  总不能完全自由地逐点随意变化（即每个 

 处独立变化任意 ），即使是刚提到的均匀分布解。一种相对通用的做法是采用经典的

Lagrange乘子法处理有一个或多个约束（如守恒量）的极值问题。如作者例举的情况，总能量 

 和若干原子数  不变： 

• ，于是 ；相空间上的“性质足够好”的函数们构成一个线性向量

空间， 具体一个函数  是该空间一个“向量”，而  是其  分量；向量  可以微分 

，  就是微分小向量  的  分量。  的意思就是微分向量  各个

分量  不是相互独立的，其代数和（即积分）为零；也可以说成，  一定与常数函数 

（相当于每个  分量都是相等的常数向量）正交。 

• ，则 ；其实系统能量严格守恒因该是 ，

，即系统所有可以达到的状态能量都必须完全一样，固定平均值符合  是弱化了

要求；  的意思是固定的向量  与  内积为零，二者正交。无论  

具体如何千变万化，  只能呆在与向量  正交的线性子空间内。 

• ，则 ， ，同样只要求  弱化了原子数

守恒的严格要求，每个独立的约束都将  限制在了更小的子空间内，  只能处于与每个

向量  都正交的子空间内。  

即然如此，Lagrange乘子法的思路就是：给一个分布 ，对应一个 -函数值。在此  

基础上变化  一点点 ，看  怎么变。首先考虑不受约束的完全自由的一切可能的 

，任意的  造成的 -函数变化为 。而上述每一个约束都

相当于说：不许  有向某个方向的分量， ， ，  这些方向的分量都没有，只允许 

 具有与所有这些方向都正交的分量。这等价于说，完全自由的  所能贡献的全部  

中，来自  向 ， ，  这些方向的投影贡献都不要，只保留向它们正交子空间的投

影贡献，于是我们就可以从  的表达式中减去不想要的投影贡献部分。以  方向为例：无

论  具体是什么样的小向量，其向  方向的投影正比于 ，  中来自该投

影分量的贡献也正比于 ，这部分是我们不想要的，需要从  中减去 

（对应于  向  方向的投影分量具体贡献给了  多少），其中比例系

数  依赖于变化  发生的“起点”位置的分布 。其他不想要的方向之投影贡献也依此法剔

除，就得到  只落在允许的子空间内变化时，  的变化 

α 𝒫(α)
α 𝒫(α) = 1/Ω

dH /dt = 0
∫ 𝒫(α) dα = 1 𝒫(α)

α δ𝒫(α)

E(α) 𝒩i(α)

∫ 𝒫(α) dα = 1 ∫ δ𝒫(α) dα = 0
ℱ ℱ(α) α ℱ

δℱ δℱ(α) δℱ α ∫ δ𝒫(α) dα = 0 δ𝒫
δ𝒫(α) δ𝒫

1 α

∫ E(α) 𝒫(α) dα = E ∫ E(α) δ𝒫(α) dα = 0 E(α) = E
∀α E(α) = E

∫ E(α) δ𝒫(α) dα = 0 E(α) δ𝒫 δ𝒫
δ𝒫 E(α)

∫ 𝒩i(α) 𝒫(α) dα = 𝒩i ∫ 𝒩i(α) δ𝒫(α) dα = 0 ∀ i 𝒩i(α) = 𝒩i

δ𝒫 δ𝒫
𝒩i(α)

𝒫(α) H 𝒫(α)
𝒫(α) δ𝒫 H

δ𝒫 δ𝒫 H δH = ∫ (ln 𝒫(α) + 1) δ𝒫(α) dα
δ𝒫 1 E(α) 𝒩i(α)

δ𝒫 δ𝒫 δH
δ𝒫 1 E(α) 𝒩i(α)

δH E(α)
δ𝒫 E(α) ∫ E(α) δ𝒫(α) dα δH

∫ E(α) δ𝒫(α) dα δH
a ∫ E(α) δ𝒫(α) dα δ𝒫 E(α) δH

a δ𝒫 𝒫(α)
δ𝒫 δH



 

	  

这时，去掉许多分量的  而依然能发生变化的“有效部分”，其实仅限于在所有约束都允许的

最小子空间变化，即使如此  仍旧还有无穷多自由度可以变化。  取极小值时的分布 

，会使得在其基础上一切允许的  都使  驻足不动，在这个  位置系数 ， ，   

都是确定的（只依赖于该  和具体的 ，  等），  每一个允许的独立变化方向都要

求对应的 ，于是必然有 

 

其结论是平衡态概率分布 

 

这正是结论（2.4.8）和（2.4.9），习惯偏好是将系数改写成 ， ，

，这样一来  和  都将具有能量量纲。确定 ， ，  需要归一化条件和确定的守恒

量（平均值），最终这些这些作为Lagrange乘子出现的量（绝对温度和化学势）都会表达成总

能量  和每种原子数  的函数。 

与热力学的联系  

除了一个常数因子外，  就是Clausius在热力学中由定义的熵。要想看出这一点，假想我们缓
慢地向系统中添加热量 ，保持分布  的平衡态形式（2.4.8）或（2.4.9）以及除能量之外
所有守恒量的值，但将总能量平均值  调整移动 。于是  50

 

δH = ∫ (ln 𝒫(α) + 1) δ𝒫(α) dα − a∫ δ𝒫(α) dα − b∫ E(α) δ𝒫(α) dα − ∑
i

ci ∫ 𝒩i(α) δ𝒫(α) dα

= ∫ (ln 𝒫(α) + 1 − a − b E(α) − ∑
i

ci 𝒩i(α)) δ𝒫(α) dα

δ𝒫
δ𝒫 H

𝒫(α) δ𝒫 H 𝒫(α) a b ci

𝒫(α) E(α) 𝒩i δ𝒫
δH = 0

ln 𝒫(α) + 1 − a − b E(α) − ∑
i

ci 𝒩i(α) = 0

𝒫(α) ∝ exp (−1 + a + b E(α) + ∑
i

ci 𝒩i(α))
−1 + a = 𝒞 b = − 1/Θ

ci = μi /Θ Θ μi 𝒞 Θ μi

E 𝒩i

H
dQ 𝒫

E δQ

δH = ∫ dα δ𝒫(α) [ln 𝒫(α) + 1]

 译者注：平衡态满足 ，平衡态移动对应分布变化 ，从50

而产生 ，因为已经

假设了只有平均能量  增加 （热量）而其他不变，于是 。

ln 𝒫(α) = 𝒞 − E(α)/kT + ∑i μi 𝒩i(α)/kT δ𝒫(α)

δH = ∫ dα δ𝒫(α) (𝒞 − E(α)/kT + ∑i μi 𝒩i(α)/kT + 1) = δ (𝒞 − E /kT + ∑i μi𝒩i)
E δE = δQ δH = − δE /kT = − δQ /kT



  

这是熵的定义方程 ，如果（除了一个任意常数项）我们定义： 

	 	 	 	 （2.4.10） 

从而论证了方程（2.3.4）。  的减少意味着熵的增加，从而证明了热力学第二定律的一个结
论。这对十九世纪的一些物理学家来说是震惊的，他们认为热力学是一个独立的理论，与
Newton力学一样基础。 

我们甚至可以更直接看（2.4.9）给出的平衡分布  代入 -函数的定义式（2.4.2）会得到什

么： 

 

	 	 	 	 	 	 （2.4.af） 

其中  为系统内能，简记为 ；  为第  种原子数，简记为 ；内能和原子数都是给予系统

约束的守恒量。  本身是不依赖于状态  的常数，由归一化条件得到 

 

如果我们简记 ，则 ，于是由（2.4.af）有 

	 	 	 	 	 （2.4.ag） 

从（2.4.ag）立刻可以注意到，如作者正文所述，系统在同一平衡分布下，当其他守恒量值都

不变而只添加一点热量  时，会得到 ，即  完全满足熵

的定义。不止如此，从（2.4.ag）还可以看到  51

= −
1

kT ∫ dα δ𝒫(α) E(α) = −
1

kT
δE = −

δQ
kT

dS = dQ /T

S = − kH = − k∫ dα 𝒫(α) ln 𝒫(α)

H

𝒫 H

H = ∫ 𝒫(α) ln 𝒫(α) dα = ∫ 𝒫(α)(𝒞 −
E(α)
kT

+ ∑
i

μi 𝒩i(α)
kT ) dα

= 𝒞 −
E
kT

+ ∑
i

μi 𝒩i

kT

E E 𝒩i i 𝒩i

𝒞 = 𝒞 α

∫ 𝒫(α) dα = e𝒞 ∫ exp [−
E(α) − ∑i μi 𝒩i(α)

kT ] dα = 1

𝒵 = ∫ exp (−[E(α) − ∑i μi 𝒩i(α)]/kT) dα 𝒞 = − ln 𝒵

T (−kH) = kT ln 𝒵 + E − ∑
i

μi 𝒩i

δE = δQ Tδ (−kH) = δE = δQ S = − kH

 译者注：  作为“常数”是针对相空间参数  而言，对相空间积分之后  不再含有 ，但显然 51

 和  依然是系统守恒量 ，  与Lagrange乘子 ， （系统宏观参数）的函数。守恒量与对应乘子相互
依赖，每一对之中可以自由选取其一为描述系统平衡态的宏观自变量。

𝒞 = − ln 𝒵 α 𝒵 α
𝒞 𝒵 E 𝒩i T μi



		 	 	 	 	 （2.4.ah） 

（2.4.ah）这个形式是所谓Legendre变换（Legendre transformation），如果我们暂时不去执着

于术语名称，而关注（2.4.ah）到底做了什么，简单起见考虑只有一种粒子而且粒子数完全不

变的系统，热力学第一定律（能量守恒）给出（ ）： 

	 	 	 	 	 （2.4.ai） 

以温度  和粒子数  为自变量（如等温下封闭在体积可变的容器中的一份理想气体），

（2.4.ah）微分得到（ ）： 

	 	 （2.4.aj） 

将（2.4.ai）代入（2.4.aj）就得出 

	 	 	 	 	 	 （2.4.ak） 

（2.4.ak）意味着，对一个热平衡的封闭系统（粒子数不能变化，粒子不能进出系统），

 这个量的变化就是固定温度时系统所作的功，热力学中将其称为Helmholtz自由

能（Helmholtz free energy） ： 。其中“自由”二字有如下意义，热力学52

第一定律（2.4.ai）中可以将热写成  已经默认了可逆过程，否则对于一般过程用上热

力学第二定律（2.3.2）会给出 ，于是（2.4.ai）会改写成 

，再代入（2.4.aj）就会得到 （始终在

封闭等温  前提下）。也就是说，对于一般过程，等温下自由能的变化  与系统

对外做功加起来总不能大于零 ，系统能够对外所做的功最多等于自由能的减少 

。换句话说，等温下系统输出功不仅要以消耗自由能为代价，而且每消耗  自

由能，最多能获取（榨出！）同样多的功（限于可逆过程），不可逆过程则还要打折扣。所谓

“自由能”就对应着等温下最多能“自由地”用以输出功的能量部分。 

Gibbs的 -函数在平衡分布下满足的（2.4.af）或（2.4.ah）用自由能表达的话 

	 	 	 	 	 	 （2.4.al） 

−kT ln 𝒵 = E − TS − ∑
i

μi 𝒩i

δ𝒩 = 0

δE = δQ − δW + μδ𝒩 = T δS − δW

T 𝒩
δT = δ𝒩 = 0

δ (−kT ln 𝒵) = δE − T δS − S δT − μδ𝒩 = δE − T δS

δ (−kT ln 𝒵) = − δW

kT 𝒞
= − kT ln 𝒵

A = − kT ln 𝒵 = E − TS
δQ = T δS

δQ ≤ T δS δE = δQ − δW
≤ T δS − δW δA = δE − T δS = δQ − δW − T δS ≤ − δW

δT = δ𝒩 = 0 δA
δA + δW ≤ 0

δW ≤ − δA |δA |

H

A = E − TS − ∑
i

μi 𝒩i

 译者注：赫尔曼·冯·亥姆霍兹（Hermann von Helmholtz，1821–1894）于1882年题为“论化学过程的热52

力学（On the thermodynamics of chemical processes）”的讲座中首次提及自由能这一概念，Helmholtz自
由能常用符号  对应德语 Arbeit（功work）或者  对应 free energy（自由能）。A F



同时也给出了针对等温等容的封闭系统，热力学第二定律一种特定表述。上文已经论证过，粒

子数不变温度也不变时 ，倘若体积也不能变化（等容）则完全无法做功 ，于是 53

，等号只在可逆过程取得（对应  的等号）。这样一来，热力学第二定律的一

种表述： 

• 孤立系统熵自发只增不减，平衡时熵取得极大值： ，  

就翻译成了另一种表述： 

• 封闭系统等温等容下自由能自发只减不增，平衡时自由能取得极小值： ，

 

从相空间分布上看，上述二种条件都是在说，系统分布自发走向平衡分布（2.4.9），无论是在

完全没有粒子与能量交换的条件下，还是在有吸放热但温度保持恒定的条件下。 

我们看到，孤立系统熵的单调增加，在不同条件下（非孤立系统）可等价表述为其他热力学函

数的单调变化；对此还可以给出另一种证明方法。已知熵增对于孤立系统总成立：没有热的流

动和做功时系统的熵只增不减。对于一个不符合此条件的系统（如可以传热的封闭系统）定义

Helmholtz自由能 ，于是其微小变化量可以写成 ，等温条件

下 。考虑一个不做功、无热传导的巨大孤立系统（下文公式中用脚标entire标

记），而将我们所考虑的系统想象成这个巨大系统里的一个子系统（用脚标sub标记）。除去

子系统剩下部分依然巨大，称之为热库。子系统相当于浸在一个巨大的保持恒温  的热库里，

热库与子系统体积都固定 ，相互不能做功只能自发导热。因为整个巨大孤立系统能

量守恒，子系统和热库的能量变化等大正负号相反， 。在这些前提下，对于整

个系统的任意可逆过程 

 

（2.4.am） 

δA ≤ − δW
δA ≤ 0 δQ ≤ T δS

δ𝒩 = δQ = δW = 0 δS ≥ 0

δ𝒩 = δT = δV = 0
δA ≤ 0

A = E − TS δA = δE − T δS − S δT
δA = δE − T δS

T
δVbath = 0

δEbath = − δEsub

δSentire = δSsub + δSbath

= δSsub +
1
T (δEbath + P δVbath)

= δSsub −
1
T

δEsub

= −
1
T (δEsub − T δSsub)

= −
1
T

δAsub

 译者注：如静电力等超距作用“隔空”做功并不需要体积变化，我们此处简化成了谈论理想气体那样的只有53

近距作用的系统；严格地说等容条件还不够，“不做功”是个更强的条件。



我们已经知道可以把熵增定律应用在任何孤立系统中，于是不再要求可逆而考虑一般过程的

话，整个孤立系统的熵单调递增（其变化量  恒正）。由（2.4.am），同一论断也就

等价于（恒温封闭，不能做功只能导热的）子系统自由能变化量  恒负——自由能单

调递减。 

复合系统  

方程（2.4.10）使我们可以很容易证明熵的一个基本性质，它是广延量（extensive） 。假设一54

个系统可以看作由二部分组成，它们的状态由参数  和  描述，并且这二部分中的概率是彼
此无关联的，因此系统处于其状态参数在  和  周围的无穷小范围  和  之内的概率 

 是分开二部分各自概率的乘积： 

	 	 	 （2.4.11）  

其中 

 

于是，方程（2.4.10）给出： 

	 （2.4.12） 

其中  和  是系统二部分的熵： 

，	 	  

更一般地，差值  是二子系统中概率相关性的一种度量，称为纠缠熵（entanglement 
entropy）。 

δSentire ≥ 0
δAsub ≤ 0

α1 α2

α1 α2 dα1 dα2

𝒫(α1, α2) dα1 dα2

𝒫(α1, α2) dα1 dα2 = 𝒫1(α1) dα1 × 𝒫2(α2) dα2

∫ dα1 𝒫1(α1) = ∫ dα2 𝒫2(α2) = 1

S = − k∫ dα1dα2 𝒫1(α1) 𝒫2(α2) [ln 𝒫1(α1) + ln 𝒫2(α2)] = S1 + S2

S1 S2

S1 = − k∫ dα1 𝒫1(α1) ln 𝒫1(α1) S2 = − k∫ dα2 𝒫2(α2) ln 𝒫2(α2)

S − S1 − S2

 译者注：广延量（extensive quantity）与强度量（intensive quantity）相对：前者正比于系统大小，对54

于子系统是可加和的，如质量，体积，能量等；后者则独立于系统大小，如温度，折射率，密度等。



气体  

在气体中，  是单个粒子能量  的总和 。概率分布（2.4.9）则等于单个粒子概率分布的55

乘积： 

	 	 	 	 	 （2.4.13） 

其中  是单个粒子性质的概率分布函数 ： 56

	 	 （2.4.14） 

在这里，  是第  个分子中  类型的原子数。比例常数必须选择使得单独的总概率为 。如
果所有分子都有相同的化学式，则  对所有分子都相同，那么我们可以将因子 

 吸收进比例常数中，从而简写为 

	 	 其中		 	 	 （2.4.15） 

特别是，动量  的分布来自  中的动能项 ，同时方程（2.4.15）成为Maxwell分布
（2.4.1），但正如我们现在所看到的，它经由Boltzmann以更令人信服的方式推导出来。 

能均分  

统计力学中最有用的结果之一是能量的均分，适用的情形是总能量  可以写成单个能量之
和，而单个能量正比于独立变量  的平方： 

	 	 	 	 	 	 （2.4.16） 

E(α) Ea

𝒫(α) = ∏
a

p(Ea , Ni a)

p(Ea , Ni a)

p(Ea , Ni a) ∝ exp (−(Ea + ∑
i

Ni a μi)/kT)
Ni a a i 1

Ni a = Ni

exp( − ∑i Ni μi /kT )

𝒫(α) = ∏
a

p(Ea) p(Ea) ∝ exp (−Ea /kT)

pa Ea p2
a /2ma

E(α)
ξn

E(ξ1, ξ2, …) = ∑
n

cn ξ2
n

 译者注：假设稀薄气体中，单个粒子间距足够远，相互作用能足够小以至于可以忽略；这样就只剩下了每55

单个粒子（每个粒子作为一个系统）的能量，而没有粒子之间的相互作用能。

 译者注：按前文（2.4.9）以及一般习惯（convention），此处应为 ，原文56

（2.4.14）中化学势项前误为  号。

exp (−(Ea − ∑i Ni a μi)/kT)
+



例如，对于一个由  个质量为  的单原子组成的气体，指标  遍历  个值；  是每个原子
动量的三个分量且 。非单原子的分子不仅可以平移，还可以旋转。在这种情况下，

 遍历  个值，  包括每个原子动量的三个分量及其角动量的三个分量。对于角动量 ，旋
转能量为： 

 

其中  标志着分子的转动惯量。这里多出来的  变量是角动量的分量，  是对应的值 。
不过对于双原子分子，围绕两个原子的连接线的旋转基本上没有能量 ，因此这里的  仅包括57

每个分子在垂直于该轴线的二个方向上的角动量分量 ，  遍历  个值。对于一组简谐振
子，  包括每个振子相对于静止位置的位移及该位移的变化率。正如我们将在第3.1节中看到
的，辐射场的能量也可以用方程（2.4.16）表示，其中  是电场和磁场每个分量的Fourier
（傅里叶）变换。 

无论  的本质如何，由于指数因子的分解，找到任意一个  在  范围内的概率都取如下形
式 ，其中 ，比例常数  由每个  的总概率为  这个条件确
定，即 。因此  的平均值为： 

 

	 	   （2.4.17） 

分子运动论的一个幸运之处在于，这些平均能量不依赖于系数 ，实际上也不太依赖于物理系
统的其它细节，除了总能量在各个独立的自由度有二次方的分布。 

在任何气体中，第  个粒子的动能为 。动能中三项每项平均值是 ，所以每个粒
子的平均动能为 。方程（1.1.4）给出 ，其中这个  就是气体常数中的常
数 ，因此我们看到这个  和统计力学中普遍的概率分布（2.4.8）或（2.4.9）中的常数  是
相同的。 

对于一般的多原子分子，三个自由度  相联系的平均转动能量是 ，但如前所述，对于
双原子分子有意义的转动只可能是围绕垂直于线状分子的二个轴，因此平均转动能量只有 

N m n 3N ξn

cn = 1/2m
n 6N ξn J

J2
1

2I1
+

J2
2

2I2
+

J2
3

2I3

Ii ξn cn 1/2I
ξn

J⊥ n 5N
ξn

ξn

ξn ξn dξn

An exp (−En /kT) dξn En = cn ξ2
n An ξn 1

An ∫ exp (−En /kT) dξn = 1 En

En ≡
∫ ∞

−∞
dξn cn ξ2

n exp (−cn ξ2
n /kT)

∫ ∞
−∞

dξn exp (−cn ξ2
n /kT)

=
∫ ∞

0
d En En exp (−En /kT)

∫ ∞
0

d En exp (−En /kT)

=
∫ ∞

0
dEn E1/2

n exp (−En /kT)
∫ ∞

0
dEn E−1/2

n exp (−En /kT)
=

(kT )3/2 Γ(3/2)
(kT )1/2 Γ(1/2)

= kT/2

cn

n mn p2
n /2 kT/2

3kT/2 mv2 /3 = kT k
k k k

Ji 3kT/2

 译者注：如果原子尺寸缩成零，极限意义下双原子分子的数学模型成为小线段连接二个质点，或者带质量57

的小线段，质量只分布在连线上，那么其围绕连线的转动惯量等于零，这个维度没有转动动能。



。也就是说，如果我们写出每分子平移加旋转能量的平均值为 ，如2.1
节中所述，则对于单原子分子 ，对于双原子分子 ，而对于其它分子 。方程
（2.1.9）给出了比热之比 ，所以对于单原子气体 ，对于双原子分
子 （这解释了为什么在Clausius时代对像  和  这样的气体实验得出的结果接近 

），而对于其它分子 。 

当然，分子不仅可以旋转和平移，还可以振动，而且能量还可以用去激发把电子结合在一起的
电子云。由于要等到量子力学的到来才变得清晰的原因，这些自由度仅能在温度远高于我们环
境中的常见温度时才被激发 。 58

如正文所述，19世纪对气体热容量/比热容的实验测量与能均分定理的预测产生偏差。以理想

气体常数  为单位计量，能均分定理预言：单原子气体看作质点（3个动量自由度），每摩尔

热容量为 ；双原子气体看作二个质点弹簧连接（3个动量自由度+2个角动量自由度+2个

振动自由度）为 。实验结果符合对单原子气体的预测，但发现双原子气体每摩尔热容量

在很高温确实是 ，而在日常温度范围则普遍为 ，在极低温度下会降至 ；仿

佛随着温度降低，振动和转动自由度“冻结”了。一个典型的例子：一氧化碳  气体温度要高

到  以上热容量才达到 ，而温度要降到  以下热容量降到 ，在中间很大

温度范围都是 ，可以理解为自由度“部分冻结”。Maxwell在1875年指出，能均分定理与

实验之间的偏差比字面所显示的还要严重：原子具有内部“组件”，热能应当进入这些内部结构

的运动中去。一旦考虑内部运动，能均分定理对单原子和双原子气体的热容量预测值会远高于 

 和 。开尔文勋爵/威廉·汤姆逊（William Thomson，1st Baron Kelvin，1824–

1907）在1900年题为“十九世纪在热和光之动力学理论上的二朵云（Nineteenth-Century Clouds 

over the Dynamical Theory of Heat and Light）”的演讲中，第二朵“乌云”所指的就是Maxwell-

Boltzmann能均分定理的适用性问题：根据物质比热的实验值推算出的分子自由度数目，小于

按照分子运动论预期的数值。到了世纪之交，这个理论偏差变得更加棘手。19世纪末电子的发

现意味着，如果电子是一切原子的组成部分，原子就很难被看作质点了。原子中的单个电子如

何运动呢？每多一个电子，一个原子似乎就增加3个自由度（假如电子还是质点的话），这样

一来任何一个寻常原子的自由度数目都大大增加，能均分定理的预言与实验值恐怕连数量级都

难以吻合。 

2kT/2 3/2kT × (1 + f )
f = 0 f = 2/3 f = 1

γ = 1 + 2/3(1 + f ) γ = 5/3
γ = 7/5 O2 H2

γ = 1.4 γ = 4/3

R
(3/2)R

(7/2)R
(7/2)R (5/2)R (3/2)R

CO
3100 K (7/2)R 3 K (3/2)R

(5/2)R

(3/2)R (7/2)R

 译者注：以双原子分子为例，如果平移3个自由度，旋转2个自由度，振动2个自由度（弹性势能和振动动58

能，都是二次方形式）都算上，平均能量为  对应 。如果还有更多的分子内部自由度，  数值
还会更大。而常温下的实验结果更接近 ，也就是说至少常见温度下双原子分子比较接近2个质点刚
性连接（或者有质量的刚性小线段）。

7kT/2 γ = 9/7 γ
γ = 7/5



熵与无序度  

熵可以被看作系统无序度的一种度量。为了看出这一点，最容易的方法是将系统的参数近似为
可取一组离散值  替代连续值 。我们可以将连续值划分为非常小的范围 
（为了简单这里将  处理成仿佛是一维的）从而联系起连续和离散二种描述，并将  近似
为在每个区间内取常数 ，因此  落在此区间内的概率为 

		 	 	 （2.4.18） 

然后，熵（2.4.10）为 

	 	 （2.4.19） 

其中  是一个常数 

	 	 	 	 	 	 （2.4.20） 

由于公式（2.4.10）中有一个任意常数，我们可以将其吸收进该常数的定义中，定义熵简单为 

		 	 	 	 	 （2.4.21） 

由于 ，每个  都是负的而  是正的。在完全有序的状态下，熵达到最小值零，
此时只有一个  等于 ，所有其他都消失。在不同状态具有非零概率的无序系统中，  是正
定的。在所有  都相等的完全无序状态下，熵达到其可能的最大值，等于  乘以区间个数 

 的对数 。 59

信 息 熵 *  

Boltzmann本人是如何想出来的熵的公式  ——或者更确切地说， -函数的样子——

我们不得而知；但是Claude Shannon（克劳德·香农，1916–2001）是从一个清晰的解释含义出

发找到了熵的表达式。Shannon认为：熵是一个系统对于我们来说的不确定程度，或者说是我

们对于一个系统的无知程度。 

αν α αν ≤ α ≤ αν + δα
α 𝒫(α)

Pν /δα α

∫
αν+δα

αν

dα 𝒫(α) = δα ( Pν

δα ) = Pν

S = − k∑
ν

δα ( Pν

δα ) ln ( Pν

δα ) = Σ − k∑
ν

Pν ln Pν

Σ

Σ = k ln δα

S = − k∑
ν

Pν ln Pν

0 ≤ Pν ≤ 1 ln Pν S
Pν 1 S
Pν k

1/Pν

∑i pi ln pi H

 译者注：每个区间概率  都相等时，由概率归一化一共有  个区间，而熵 。59 Pν 1/Pν S = k ln(1/Pν)



直觉上讲：如果概率分布完全均匀，我们对系统的无知程度理应是最高的（如果我要做一个猜

测系统到底处于哪一个状态  ，而每一个状态的概率  都等大，那么我显然无法对其中任何一

种可能性比起其他而言“更有把握”，而是对每个状态同等无知）；如果概率全部分配给了某一

个状态，其概率等于 ，而其他状态皆为  ，那么我们对系统的了解程度最高（我有百分之百

的把握断言系统到底处于哪一个状态）。——而如正文所述，  数学上完全满足

上述直觉要求。 

照这样把熵（负的 -函数值）理解成我们所不知道的信息的量，熵递减的过程也就是我们获

得系统信息的过程，或者说是系统信息流出的过程。反之熵递增则是我们对系统越来越无知。

从这个角度讲，熵的变化和系统本身没有关系，而变成了一个对观察者所掌握信息的度量。 

Shannon是信息论（Information Theory）的创始人，他最早提出信息熵函数的形式时，其实没

有特意想和物理学的熵挂钩，而只是想要构建一个函数将信息这个概念量化/数学化。但是等

Shannon写下了这个函数，他的好友John von Neumann（约翰·冯·诺伊曼，1903–1957）认为这

个函数一定要叫做熵，一是因为其形式和统计力学中Boltzmann/Gibbs的熵一模一样，二是因

为大部分人不太知道熵是什么，所以取这个名字在辩论时有优势。 

不过话说回来，具体Shannon是如何确定这个（用来量化信息的）函数的形式的呢？正如我们

期望该函数在概率完全均匀分布和完全“集中”分布下分别取最大和最小值，Shannon从类似的

直觉出发，列出了这个信息函数  所应满足的基本性质；他并非直接定义了该函数的数学形

式，而是从一组直觉性的条件出发，要求函数必须满足这些条件，由此推导出其唯一的表达

式。然后我们则可以反过来，进一步从这一数学形式中发掘超出这些直觉条件的新性质。除了

关于极值的条件外，Shannon用的另二条直觉是： 

1. 这个函数  需要是对其每一个概率自变量都是连续的，毕竟如果把系统里的概率从一个态

一点点分到另一个态，并不应该造成函数值（未知信息量）的突然变化。比如，若是一个

系统有二个可能状态  和 ，那么把一个 ， 的概率微调到 ，

，  也应该相应微小变化，  确实满足这一要求。 

2. 如果系统被粗粒化（coarse graining），那么  

 	 	 	 	 	 （2.4.an） 

其中  是原系统，  是粗粒化之后的系统，  是被粗粒化掉的若干子系统。我们来具体解

释一下：粗粒化就是把系统里不同的状态合并成更少几个新状态（相当于不再区分原先一

些状态了）。比如，对于一个如译者图 2.6 的分叉系统，分别有三个状态 ， ， 。假设

粗粒化后的新系统中  和  不再能被区分而变成一个新的单一状态 ，则原系统为 

i pi

1 0
H = ∑i pi ln pi

H

H

H

1 2 p1 = 20 % p2 = 80 % p1 = 21 %
p2 = 79 % H H = p1 ln p1 + p2 ln p2

H(X ) = H(X′￼) + ∑
i

pxi
H(xi)

X X′￼ xi

A B C
B C BC



，粗粒化之后的系统只剩下二个状态 ，而被粗粒化掉的子系统 

，那么系统的熵需要符合（2.4.an） 

	 	 	 	 	 （2.4.ao） 

其中 。这是符合我们的直觉的：粗粒化之后的系统  熵应该小于粗粒化

之前的系统 ，因为未知信息量更少了（假如整个系统粗粒化成一个状态，那么当然系统

百分之百处于这个状态，就没有任何未知信息了）。而  的熵与一个带权重的、被粗粒化

掉的子系统  的熵相加，应该和原系统  一样。把粗粒化逆过来可能更有助于想象，系统 

 有个信息熵 （即我们要确定系统确切状态所缺失的信息量），但是仔细观察后发

现系统状态  还可以细分为更确切的  和 ，  的单一状态新发现其实是个“多重态”，

也可以理解成状态  “生长变化”成了子系统 。就算拿到  这么多信息，确

定了  的确切状态，仍然有一定概率  落在 ，也就是子系统 。而继续在这个

子系统  里要进一步确定到底是  还是 ，依然缺失  这么多信息量。不难检验，

 也满足这个粗粒化要求（2.4.ao）：按此公式分别构造 

， ， ，其中条件概

率  是子系统  里面归一化的新概率。直接计算立刻看到 

 

	 	      

	 	 	 	 	    

	 	 	 	 	      

X = {A, B, C} X′￼= {A, BC}
x = {B, C}

H(X ) = H(X′￼) + pxH(x)

px = pBC = pB + pC X′￼
X

X′￼
x X

X′￼ H(X′￼)
BC B C X′￼

BC x = {B, C} H(X′￼)
X′￼ px = pBC BC x

x B C H(x) H =
∑i pi ln pi H(X ) = pA ln pA + pB ln pB

+pC ln pC H(X′￼) = pA ln pA + pBC ln pBC H(x) = pB|BC ln pB|BC + pC|BC ln pC|BC

{pB|BC = pB

pBC
, pC|BC =

pC

pBC } x

H(X′￼) + pxH(x) = pA ln pA + pBC ln pBC + pBC ( pB

PBC
ln

pB

PBC
+

pC

PBC
ln

pC

PBC )
= pA ln pA + (pB + pC) ln pBC + pB ln

pB

PBC
+ pC ln

pC

PBC

= pA ln pA + pB ln pB + pC ln pC + (pB + pC) ln pBC − (pB + pC) ln pBC

= pA ln pA + pB ln pB + pC ln pC = H(X )

译者图 2.6：范例系统的粗粒化



Shannon证明，符合上述几点条件的函数形式存在且唯一，只能是 ，至多差一个

常数因子。关于函数形式唯一性，Shannon本人和当时其他不少数学家都试着证明过，各自从

不同的假设出发。我们在这里给出Shannon本人证明的基本思路： 

1. 我们先从均匀分布的特殊情况出发，参见译者图 2.7。粗粒化之前的系统我们称之为大系

统，有  个不同的状态，每个概率为 。考虑一种粗粒化过程：将每  个状态划分到一起

（成为大系统的一个子系统），一共  个这样的组。每一个组被当成粗粒化之后的单一状

态（粗粒化的态），其概率为 。对于  个子系统中任意一个，其中的某一个态在原

大系统中出现的概率为 ，而在子系统中出现的（条件）概率为 。按Shannon对粗

粒化前后 -函数的要求（2.4.an） 

	 	 （2.4.ap） 

针对均匀分布的情况，如方程（2.4.ap）左侧的 -函数只能依赖于一个变量数值，即状态

数  或者等价地，每个状态的概率 。我们专门定义在均匀分布下（每个状态概率都是 ）

-函数的一元函数形式 ，这样（2.4.ao）就变为 

		 	 	 	 （2.4.aq） 

因为粗粒化的大小  是任意的，于是我们发现函数形式  必须满足 ，

。请注意区分，虽然（2.4.ap）中每一个 -函数的变量个数不一样，但因为

都是均匀分布，真正独立的变量都只有一个（单一状态的概率），所以全部可以用  这同

一个形式来表示；这并不是说一般概率分布情况下我们要寻找的  都可以写成

一个一元函数。 

H = ∑i pi ln pi
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译者图 2.7：概率均匀分布系统的粗粒化：原系统  个状态每个态概率为 ，现将其中每  个
分成一组，一共  组，粗粒化为  个状态。新系统依然是均匀分布，各态概率为 。
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2. 我们可以证明符合  的连续函数只有对数函数，最多相差一个可以自由选

取的常数因子  ：首先注意到 ，以及任何正数都可以被唯一写成 ，于

是我们可以得到 ；定义 ，则 。 

3. 现在可以讨论非均匀分布了，我们总可以将系统切成足够多足够小的小块（每一个小块概

率 ）以至于每一个状态的概率都可以被写成小块概率的整数  倍，即 ，于是   60

 

（2.4.ar） 

由（2.4.ar）我们看到非均匀分布的熵完全可以写成均匀分布的熵之和差，各自必须满足 

 的要求。于是，改写（2.4.ar）即得到任意系统的 -函数形式 

	 	 （2.4.as） 

感兴趣的读者不妨翻阅Shannon本人的论文以及其他数学家对他的补充。Shannon（1948）之后

的其他数学家A. Khinchin（1957），D. K. Faddeev（1956）曾用简化的假设做过证明。比如，

Khinchin没有假设连续性，而只是假设了对称性：形容信息熵的 -函数应该是对各状态对称

的，因为如果只是给系统里面各态换一个标签，不应该引起函数值的变化（这具体表现为，每

一项的数学形式都应该长得一样，并且以同样的方式被纳入到函数当中）。 
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 译者注：换句话说，我们永远可以将一个任意的概率分布 ，看作是从一个均匀分布出发粗粒化的结60

果。只要均匀分布的状态数  足够多，单个概率  足够小，那么若干  个状态重组起来的概率  就能逼

近任意非负实数 ，即我们需要的每一个具体概率数值。于是只要有均匀分布的 -函数形式，原则上就有
了任意分布的 -函数，只需通过Shannon规定的粗粒化下 -函数必须的变换方式来计算。
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2 . 5  输运现象  

到目前为止，我们关注的系统一直都是其热力学变量（如温度、压强、密度等）在时间和空间
上保持常数，或变化非常缓慢的。但是许多最有趣的物理现象联系着此类量在非均匀介质中随
时间从一个地方到另一个地方的传输。正如我们在下一节中将看到的，研究这种输运现象给了
物理学家单个原子和分子质量的第一个可靠数值。 

守恒定律  

在许多情况下我们必须要和守恒量打交道，如分子数或总电荷。一个量守恒的意思是指在任何
体积内该量的净增加率（如果减少则为负值）加上该量从该体积流出的净流出率（如果流入则
为负值）之和为零。这个量的流密度   被定义成使得  刚好是该量向外流动的净61

流出率，其中  是围绕体积  的表面，  是该表面一个面积元，作为一个向量从表面指向
外。因此，如果这个量的密度为 ，流密度为 ，那么守恒条件为 

		 	 	 	 （2.5.1） 

利用高斯定理（Gauss’s theorem） ，我们可以将方程（2.5.1）中的第二项写成流密度散度62

的体积积分，于是方程（2.5.1）等价于： 

 

而且，因为这对于任何体积都必须成立，被积分量必须等于零： 

	 	 	 	 	 	 （2.5.2） 

⃗𝒥 ∫
A

dA ⋅ ⃗𝒥

A V dA
𝒩 ⃗𝒥

∂
∂t ∫V

d3x 𝒩 + ∫A
dA ⋅ ⃗𝒥 = 0

∫V
d3x [ ∂

∂t
𝒩 + ∇ ⋅ ⃗𝒥] = 0

∂
∂t

𝒩 + ∇ ⋅ ⃗𝒥 = 0

 译者注：这个概念原文用词为current，一般汉译为流密度（current density），原文使用了同时为花体和61

黑体的向量符号。由于译文LaTex环境，我们替代为 ，仅在本节使用，后文出现的具体流密度都使用 。⃗𝒥 J

 译者注：在三维空间（连续介质）守恒量分布与其流密度所满足的守恒方程（2.5.1），由Gauss定理改写62

成局部的微分形式（2.5.2），与2.4节补充的Liouville定理中高维空间（相空间）系统（守恒的）概率分布
与概率密度流所满足的守恒方程（2.4.q），由Gauss定理 （2.4.r）改写成局部的微分形式（2.4.s），二者
除去空间维数不同，其他数学结构毫无二致。



例如，如果物质只由体块运动 从一个地方搬运到另一个地方，速度为 ，那么质量密度  满63

足（2.5.2）形式的方程，其中质量流密度由  给出： 

 	 	 	 	 	 （2.5.3） 

动量流  

这样的守恒定律在物理学中无处不在。我们现在将关注流体中一组特定的守恒量，即动量的各
分量。动量第  个分量（ ）的密度为 ，其中  是质量密度，  是第  个分量的体
块速度 。它们的守恒提供了流体的基本动力学方程。守恒方程的通用形式为： 64

	 	 	 	 	 	 （2.5.4） 

其中  是动量第  个分量的流密度的第  个分量 ，此处和下文中求和取遍方向 。65 66

与质量流  的情况类比，我们可能认为动量第  个分量的流密度的第  个分量是 。如
果动量像质量一样仅通过流体的体块运动被从一个地方被携带到另一个地方，那么情况确实如
此。但是，流体元之间当然会施加作用力于彼此，既有压力又有粘滞力，随之导致动量转移。
因此，为了保持思维开放，让我们将动量第  分量的流密度的第  分量写成 

	 	 	 	 	 	 （2.5.5） 

v ρ
ρv

∂
∂t

ρ + ∇ ⋅ (ρv) = 0

i i = 1, 2, 3 ρvi ρ vi i

∂
∂t

(ρvi) + ∑
j

∂
∂xj

Tji = 0

Tji i j 1, 2, 3

ρv i j ρvi × vj

i j

Tji = ρ vj vi + τji

 译者注：bulk motion日文翻译为“移流”，指物质内部宏观上“微分块”的运动，如宏观水流，区别于微观63

粒子运动、扩散等。在我们的翻译中bulk最常被翻译成“体块”，有时也翻译成“整体”或“彻体”。

 译者注：bulk velocity（对应于bulk motion）指流体宏观“微分块”的速度，区别于组成流体的原子分子等64

颗粒的微观速度。

 译者注：  本身是动量密度，有3个独立分量可以分别独立守恒；而其作为守恒量，又可以谈论动量本身65

在空间的流动，由（2.5.2）定义其“动量流密度” ，于是就有 ，其中  依然

是个向量（我们特意使用了黑体加双向箭头  表示其“双重向量”的身份）；用分量的语言，动量第  个分
量（对应 ）可以向第  个方向流动，这个流密度就是 ；动量第  个分量的局部变化是由于其向所有 

 三个方向流动造成的，需要都加起来，就有 ，把指标  求和缩并掉，

剩下了 ，也可以说成  是对  或  第一个指标计算散度，保留第二个指标。

ρv
T (∂/∂t)(ρv) + ∇ ⋅ T = 0 ∇ ⋅ T

T i
ρvi j Tji i

j = 1, 2, 3 (∂/∂t)(ρvi)+ ∑j (∂/∂xj)Tji = 0 j

i ∇ ⋅ T T Tji

 作者注：  是一个更大阵列的纯空间部分，后者是一个既有时间也有空间分量的张量，在广义相对论中66

作为引力场的源。
Tji



其中  是由于流体内部作用力所产生的修正项。根据方程 （2.5.4），每单位体积内力的第  
分量为  67

那么  是什么？答案最早由桥梁与道路工程部门（Corps des Ponts et Chaussées） 成员Claude-68

Louis Navier（克劳德-路易·纳维尔，1785–1836）于1822年给出，后来由Sir George Stokes（乔
治·斯托克斯爵士，1819–1903）以他自己的构想方法重新给出。我们不打算重现他们的推理，
下面给出一种更具现代风格的处理方法，主要依赖于不变性原理。

首先，我们可以通过施加角动量守恒的要求来探索一下动量流密度 的性质。角动量密度第  
分量为 ，因此例如其  这一分量的变化率为：

       

为了使其具有守恒定律的形式我们必须有 ，而且由于 - 和 - 方向上并无特殊之
处，  必须完全对称， 

	 	 	 	 	 	 	 （2.5.6） 

然后当然同样结论对方程（2.5.5）中的项  也正确： 

	 	 	 	 	 	 	 （2.5.7） 

接下来，我们假设流体的环境中没有哪个方向更被优先，因此  是一个空间张量——即它在
旋转下的变换须使得对于任何向量 ，如 ，都有  在旋转下不变 。在没有外场的69

情况下，张量  必须由旋转不变量，如  和  以及像  这样的向量和它们的空间与时间导数
组成，而不能有别的会反映环境中有优先方向的向量。 

τji i
−(∂/∂xj) τji

τji

Tjk i
ρ(x × v)i i = 3

∂
∂t (ρ(x × v)3) =

∂
∂t (ρ(x1v2 − x2v1)) = − x1 ∑

j

∂Tj2

∂xj
+ x2 ∑

j

∂Tj1

∂xj

= − ∑
j

∂
∂xj

(x1Tj2 − x2Tj1) + T12 − T21

T12 = T21 1 2
Tji

Tij = Tji

τji

τij = τji

τji

a v ∑ij ai aj τji

τji ρ T v

 译者注：此处应有求和 ，原文遗漏了。67 −∑j (∂/∂xj) τji

 译者注：Corps des Ponts et Chaussées，英文称Corps of the Engineers of Bridges, Waters and 68

Forests，是一个成立于18世纪的法国工程机构，最初负责监督法国公共基础设施建设与维护，如桥梁、道
路和运河。

 译者注：我们可能会对  的矩阵向量书写形式更熟悉： ，也被称为二次型，其中  是列69

向量，  是其转置行向量，  是相同维度的方矩阵。更多说明请阅读小节末尾译者注解。

∑ij ai aj τji aT τ a a

aT τ



一个显然如此的张量是  乘以任何旋转不变量的函数 ，其中  是主对角线上的元素全为  
的对角矩阵。这里  是旋转不变的 。我们可以分离出  中符合这种形式的项，

通过定义 

	 	 	 	 	 	 （2.5.8） 

并将  写成 

	 	 	 	 	 （2.5.9） 

其中  既对称又无迹（traceless） ： 70

	 	 	 	 （2.5.10） 

在  中的项  给出了方程（2.5.4）中每单位体积的力 ，因此  可以被认作流体的压
强。当然，从速度、旋转不变量及其导数构造对称无迹张量  的方法有无数种。一个简单例
子是 ，其中  是旋转不变量的任意函数。幸运的是，我们可以使用伽
利略相对性（Galilean relativity）原理消除许多这样的可能性（包括本例）。 

正文中  可以有清晰的含义，其中 （或者写为 ）表示力密度（与压强  量纲/单

位相同，都是力的面密度）的  分量，即“法向指向  方向的单位面积上受到的指向  方向的

力”；  和  代表向量  在二个方向上的分量，比如速度向量  的分量；讨论整个组合 

 的含义和旋转不变性时，也完全可以考虑二个不同的向量  和 ，如 。所

有这些分量的具体数值依赖于坐标系（基底向量）的选取，但很自然地，我们认为符合物理现

实的情况是：力/速度等向量在空间中的存在、方向和大小不随着所选择的坐标系的旋转而发

生变化，表面看起来其各分量的变化乃是因为坐标系/观察方式的改变所致，而非向量本身。

比如，不管是一个正站在地球地面上的人，还是一个倒立在地面上的人，都会受到相同的指向

地心方向的力，而并非总跟着人的旋转从头指向脚下；如果有个坐标轴  固连在人身上从头指

向脚，那么重力的  分量时正时负，在人的连续旋转下甚至可以为零——但这不是重力本身的

变化，我们必定能在变化背后找到不变量。 

而如正文中所述，二阶张量的定义（所包含的起码要求）就是要成就一个旋转下的不变量（原

文“它在旋转下的变换须使得对于任何向量 ，如 ，都有  在旋转下不变”）。也因此

δji f δji 1
∑ij ai aj δji f a2 f τji

p ≡
1
3 ∑

i

τii

τji

τji = pδji + Δτji

Δτji

Δτij = Δτji, ∑
i

Δτii = 0

Tji pδji −∇p p
τji

[vivj + vjvi − 2δijv2 /3] f f

∑ij ai aj τji τji τ p

ij j i
ai aj a v

∑ij ai aj τji a b ∑ij ai bj τji

z
z

a v ∑ij ai aj τji

 译者注：由于  和  都是对称的，剩下的一项  也必须是对称的；另外由于  的定义决定了其迹70

 就是  全部的迹 。

τij pδji Δτji pδji

3p τij
1
3 ∑i τii



作者说，二阶张量的定义使得形如  的物理公式在各种空间变换下对各个方向都“平

等”。在很多情境下，这样一个不变量是自动出现的，比如  就代表旋转动能，（其

中  是角速度向量，  是转动惯量矩阵）——能量的大小自然应该独立于坐标系的指向选择。

对于力密度 ，如果考虑 （其中  是流体局部流速向量，  是流体中一小块面积）

则是“流体一小块面积上所受接触力的功率”，也不应该依赖于坐标指向。 

更一般地讲，几何和物理直觉下，我们希望什么样的量在旋转下不变呢？角度、长度、面积、

体积、质量、能量、温度、电荷，等等。如果我们将旋转视为一种被动线性变换（passive 

linear transformation）——也即仅仅改变观察者的视角而非物理世界本身——那么所有在本质

上不应依赖某一特定方向的量，都应当在不同观察者的描述中保持一致。（是的，这句话难免

有循环论证的成分；关于更哲学一点的讨论，可以阅读第一章中关于对称性的注解）。 

也就是说，我们想要定义张量以使得一些数值依照几何与物理直觉成为旋转变换下不变的常

数，亦可称为标量。更广义的张量可以是拥有若干个指标的：没有指标时，零阶张量就是标

量，本身就在旋转下不变。一个指标时，一阶张量  应满足使得  （也就是 ）在空间

的旋转下不变。几何意义上，把  和  分别理解成同一空间中的两个向量，则  等

于两个向量的长度乘积乘以它们的夹角的余弦，应在旋转下是常数。物理意义上，比如 ，

可以理解成功率，也不该与观察系统的视角有任何关系。二个指标时，二阶张量就是文中的情

况 。除了前文举出的其他物理例子，数学上二次型  也是个旋转不

变量。二次型可以被理解成Taylor 展开  的二次项

/二阶项，其中 ，二阶张量  为黑塞矩阵（Hessian 

matrix），其所构成二次型的正负可以用来判断函数在驻点处的正定性（极大、极小、马鞍，

还是无法判断），对于二元函数是其曲面  形状的表征——自然不应该随着旋转

自变量平面   而有所改变。三个指标时，张量  需要使得  在空间旋转下

不变（指标多于二个时就没有等价的矩阵向量写法了），形如  的量在几何和物

理上更罕见，更难被直接理解。举例  是 ， ，  所张成的（带正

负）体积，其中 （Levi-Civita）是个不随旋转改变的三阶张量。 

动 量 流 密 度 与 角 动 量 流 密 度 *  

我们来稍微解释一下上一节“动量流”涉及的概念与论证，尤其是质量流密度，动量流密度，角

动量流密度。 

1. 质量守恒相对比较简单： 

∑ij ai aj τji
1
2 ∑ij ωi ωj Iji

⃗ω I
τji ∑ij vi Aj τji v A

v aT v ∑i ai vi

a v aT v = a ⋅ v
FT v

τ ΔxT H Δx = ∑ij ΔxiHijΔxj

f (x) = f (x0) + Δx ⋅ ∇f (x0) + 1
2 ΔxT H Δx + ⋯

Δx = x − x0 H = ∇∇f (x0) = [ ∂i∂j f (x0) ]

(x, y, f (x, y))
(x, y) Tijk ∑ijk ai aj ak Tijk

∑ijk ai aj ak Tijk

a ⋅ (b × c) = ∑ijk ϵijkaibjck a b c

ϵijk



，		 指标形式：  

质量守恒几乎不涉及Newton力学的运动定律。注意质量守恒的“质量流密度”  正好就是

下边动量守恒的“动量密度”本身（不是其流密度）。 

2. 动量守恒则相当于Newton定律，如作者所述，动量流密度中包含流体受到的作用力： 

，	 指标形式：  

即使流体局部瞬时速度为零，瞬间没有体块流动携带的动量输运，依然可以有加速度。通

常一块流体可以既受到外场（如重力场，电场如果流体带电荷）的力等非接触力，又可以

受到来自周遭流体的压力和粘滞力等接触力。如果我们看一个流体区域 ，前者作用在整

个区域内，而后者（净力）只作用在区域边界（内力抵消了），不妨将  的积分分成

几部分写 

 

第二个积分表达的是单位时间净流出区域的体积所携带的动量（也是  的前一

部分）。第三个积分中  可以是如 ，其中重力场  恒定（对于密

度均匀恒定 的情况有 ，其中  为单位矩阵）。第四个积分中 

 可以是 ，其中  为压强，  是粘滞力/内摩擦（viscosity），对应

 是压强  造成的表面压力，而  则是平行于边界表面的粘滞

力，一般依赖于流速分布，具体形式稍后讨论。二个特别简单的例子是： 

• 完全静止的流体，无粘滞（假设其产生需要非零流速），则只剩 

 

倘若密度均匀恒定则得到压强分布 （假定 

 大小恒定沿  方向）。 

• 稳恒流动的无粘滞的流体，稳恒的意思是假设重力场 ，流速场 ，压强场 ，密度场  

都不显含时间， 。表面的力只剩下 ，于是 

 

∂
∂t

ρ + ∇ ⋅ (ρv) = 0
∂
∂t

ρ + ∑
j

∂
∂xj

(ρvj) = 0

ρv

∂
∂t (ρv) + ∇ ⋅ T = 0

∂
∂t (ρvi) + ∑

j

∂
∂xj

Tji = 0

ω
∇ ⋅ T

∂
∂t ∫ω

ρv d3x + ∮∂ω
v ⋅ dA (ρv) + ∫ω

∇ ⋅ τ bulk d3x + ∮∂ω
dA ⋅ τ surface = 0

T = ρvv + τ
∇ ⋅ τ bulk ∇ ⋅ τ bulk = − ρg g

ρ = const . τ bulk = − ρg ⋅ x 𝕀 𝕀
τ surface τ surface = p 𝕀 + σ p σ
dA ⋅ (−p 𝕀) = − p dA p −dA ⋅ σ

∇ ⋅ T = − ρg + ∇ ⋅ (p 𝕀) = − ρg + ∇p = 0

p = ρg ⋅ x + const . = − ρgx3 + const .
g = g(− ̂e3) − ̂e3

g v p ρ
∂
∂t (⋯) = 0 τ surface = p 𝕀

∇ ⋅ (ρvv) − ρg + ∇ ⋅ (p 𝕀) = 0



我们来把上式表达的空间关系换成时间关系。以  点乘整个方程（请注意这是流

体中一块质量的运动速度，也即流速场  在任意位置  的定义），得到 

。先看这个表达式第一项  

 

其中第二个等号用到稳恒条件下的质量守恒 ；以及 ，

因为 （稳恒情况  没有贡献）；最后一个等号又用到质量守恒 。再看

表达式第二项加第三项 

 

再次使用了 ，  的定义 ，以及 。于是得到结果 

	 	 	 	 	 （2.5.a） 

即  是一个运动守恒量，这被称为伯努利原理（Bernoulli's principle）。

Bernoulli原理表达成方程（2.5.a）很容易产生误解，而且上述证明过程也掩盖了一些微

妙前提。读者不妨思考（2.5.a）在场论（流速场，压强场）的框架下意味着什么。我们

在正文讨论过Navier-Stokes方程之后再回顾Bernoulli方程，将含混之处澄清。 

3. 作者使用了角动量守恒来论证动量流密度  对指标对称，即 ，这是我们打算着重

讨论的。直接用  叉乘动量守恒方程自然还是成立的 

 	 	 	 	 	 （2.5.b） 

（2.5.b）前一项很直接就凑成角动量密度，后一项则比较微妙。如果我们认为形如  

就是角动量流密度（似乎很合理，  已经包含了所有体块流动和作用力，理所应当构造出

全部角动量流和力矩），也就是说我们希望角动量守恒的形式是 

	 	 	 	 	 （2.5.c） 

那么首先必须明确（2.5.c）中叉乘  符号的字面意思，因为  有2个指标。 

v = d
dt x

v(x, t) x
∇ ⋅ (ρvv) ⋅ v − v ⋅ (ρg) + v ⋅ ∇p = 0

∇ ⋅ (ρvv) ⋅ v = ∇ ⋅ (ρv) v2 + (ρv ⋅ ∇v) ⋅ v = (ρ
d
dt

v) ⋅ v =
d
dt ( 1

2
ρv2)

∇ ⋅ (ρv) = − ∂
∂t ρ = 0 v ⋅ ∇v = d

dt v
v ⋅ ∇ = d

dt
∂
∂t

d
dt ρ = 0

−v ⋅ (ρg) + v ⋅ ∇p =
d
dt (−ρg ⋅ x + p)

v ⋅ ∇ = d
dt v v = d

dt x d
dt ρ = 0

d
dt ( 1

2
ρv2 − ρg ⋅ x + p) = 0

1
2 ρv2 − ρg ⋅ x + p

T Tji = Tij

x

x ×
∂
∂t (ρv) + x × (∇ ⋅ T) = 0

x × T
T

∂
∂t (ρx × v) + ∇ ⋅ (x × T) = 0

x × T T



倘若默认（2.5.c）中从左侧叉乘是针对  的第一个“向量”指标，而再取散度  

也是针对叉乘结果  中的第一个指标，则自始至终  的第二个“向量”指标没有参与运

算。即 （2.5.c）的意思是 

 

其中列维-奇维塔符号（Levi-Civita symbol）  当  时取 ，交换任何一

对指标相差一个负号。 

但是从（2.5.b）看起来，直接形成的却是另一个可能性：叉乘是对  的第二个“向量”指标

（因为对  求散度是对第一指标，缩并之后只剩下第二指标），应该恰当地写成从右侧叉

乘 ，这样一来顺理成章凑出的角动量守恒形式就变成  

 

注意，从右侧叉乘  相当于规定了该叉乘是对  的第二个指标，与  并不自动

相等（除非  对两指标对称，我们已经看到了想要的结果！），所以（2.5.b）凑出的表达

式与（2.5.c）并不自动等价。用指标写出（2.5.b）直接形成的方程如下： 

 

等式最右侧项相当于  第一个“向量”指标叉乘第二个“向量”指标，而当且仅当  对其二个

指标对称，这一项才能像我们希望的那样恒为零 。换句话说，如果  与  都是71

正确的角动量流密度，那就必须 ，  对其二个指标对称。我们通过一个图景来看看

倘若指标不对称，在物理图景上会有什么结果。 

为了简单说明要点，我们不妨考虑一个二维流体，或者一个流体平面薄层，其运动限制在2

维 -  平面内，只可能有角动量第  分量 ，作者论证中考虑的也是类似情

形。我们希望  是角动量第  分量的流密度的第  分量（即角动量第  分量向  

方向形成的流动/变化率，既包括体块直接流动，也包括力矩），应该出现在角动量守恒律

T ∇ ⋅ (x × T)
x × T T

∑
jk

∂
∂t (ρϵijkxjvk) + ∑

ljk

∂
∂xl

(ϵljkxjTki) = 0

ϵijk (i, j, k) = (1, 2, 3) +1

T
T

−(∇ ⋅ T) × x

∂
∂t (ρx × v) + ∇ ⋅ (− T × x) = 0

− T × x T x × T
T

∑
jk

∂
∂t (ρϵijkxjvk) + ∑

ljk

∂
∂xl

(ϵijkxjTlk) = ∑
ljk

ϵijkδljTlk = ∑
jk

ϵijkTjk

T T
− T × x x × T

Tji = Tij T

x1 x2 3 ρ(x1v2 − x2v1)
x1Tj2 − x2Tj1 3 j 3 j

 译者注：容易证明，若 ， ，则 （任何张量都71

可以分解写成对称与反对称部分之和），对称部分自动为零了，于是必须 。接下

来要么  逐项辨认，要么用Levi-Civita再缩并一次：

，这样就有 ， 。

∑jk ϵijkTjk = 0 ∀ i ∑jk ϵijk ( 1
2 (Tjk + Tkj) + 1

2 (Tjk − Tkj)) = 0
1
2 ∑jk ϵijk (Tjk − Tkj) = 0

i = 1, 2, 3 1
2 ∑ijk ϵilmϵijk (Tjk − Tkj)

= 1
2 ∑jk (δljδmk − δlkδmj) (Tjk − Tkj) = Tlm − Tml = 0 Tlm = Tml ∀ l, m



（连续性方程）中流密度的相应位置。有了上文的例子，我们预期  和  中可能出现的

内容及对应  表达的意义： 

• 体块动量流  项，在  中属于对称部分，对应角动量流密度 

 显然是动量第  分量随体块向  方向的流动。 

•  这种正比于流体块大小的外场力，至少在重力场这样的简单例子中也

属于  的对称部分，对应角动量流密度 ，其散度

，显然是重

力矩  的第  分量。 

•  这样的压强也是  中对称部分，对应角动量流密度与一块小面积  点乘 

 显然是表面压力矩，第  分量分别为  和 

 

•  粘滞力（viscosity）这是最需要讨论的，我们暂时称其分量为 。我们先来

看全部  作用力（不包括体块流动），比如还是考虑只在 -  平面内运

动的薄层流体系统，其一小块  边缘上（只需看平行

于第  方向的边界面  与 ）受到的来自周边与之相接

Tj2 Tj1

x1Tj2 − x2Tj1

ρvv T
x1ρvjv2 − x2ρvjv1 = vjρ (x1v2 − x2v1) 3 j

τ bulk = − ρg ⋅ x 𝕀
T (−ρg ⋅ x) (x1δj2 − x2δj1)

∑j
∂

∂xj
(−ρg ⋅ x) (x1δj2 − x2δj1) = ∑j (−ρgj) (x1δj2 − x2δj1) = ρ (x1g2 − x2g1)

x × ρg 3

τ surface = p 𝕀 T dA
x × p 𝕀 ⋅ dA = px × dA 3 p (x1δj2 − x2δj1)
p (x1dA2 − x2dA1)
τ surface = σ σji

τ surface = p 𝕀 + σ 1 2
(x1 , x1 + Δx1) × (x2 , x2 + Δx2) × Δx3

3 ΔA1 = Δx2 × Δx3 ΔA2 = Δx3 × Δx1

译者图 2.8：上行：一块薄片流体分割成小块，一小块受到来自相邻小块的法向压力和切向粘滞力（注意小块之
间相互作用力的方向相反），如果压力与/或粘滞力不均匀，则小块将获得动量与/或角动量。下行：单独看一小
块流体，倘若其1-方向与2-方向的粘滞力密度不一样大 ，则这一小块会受到非零净力矩。即使粘滞力密

度均匀，无论取何处为参考点（比如小块中心），小块边缘一对平行粘滞力大小正比于一条边长而其力臂之差正

比于另一条边长，于是平行粘滞力力矩正比于小块面积。  将造成方向向反的一对力矩不平衡，小块受到
的净力矩正比于 ，小块将获得角动量，而整个薄片流体将自发产生许多涡旋（自转）。

σ21 ≠ σ12

σ21 ≠ σ12
(σ21 − σ12)Δx1Δx2



触的流体小块的力，需要看看示意图来明确一下大致图景（参见译者图 2.8）。指向 - 

方向的净力可以分成二部分，法向力（压力）为 

   

其中简记  为小块边缘上 -方向的压强差。切向力（粘滞力）为 

 

其中简记  为小块边缘上 -方向的粘滞力之差。显然法向切向这二组力都能向 -方

向加速小块，给予其动量变化； 指向 -方向的净力完全类似，法向力压力 

 

切向粘滞力 

  

其中  和  分别为小块边缘上 -方向的压强差和粘滞力之差。以上这些，考虑动

量的话一切正常。现在考虑这一小块的角动量变化，需要考虑法向和切向二组力的力

矩。法向压力对应的是  的对角指标 ，其力矩 

 

	 	 	  

其中  和  分别为小块边缘上 -方向和 -方向的压强差，压强在任何方向发生变

化很自然导致非零的力矩和角动量变化（此力矩大小依赖于坐标，若将参考点选为小块

中心则力矩为零），压强均匀就（无论选择什么参照系都）没有力矩，两个方向完全对

称。切向粘滞力对应的是  的非对角指标 ，其力矩 

 

 

先看前两项，  和  分别为小块边缘上 -方向和 -方向的粘滞力之差，粘滞力

在任何方向发生变化（通常是流速在这个方向变化不均匀）也很自然导致非零的力矩和

角动量变化（与前面压强的情况相同，这个力矩大小依赖于坐标，参考点选为小块中心

则力矩为零），均匀的粘滞力就没有此力矩（合理假设粘滞力正比于流速的空间变化

率，或者说正比于相对流速，那么流速均匀变化就没有力矩），不依赖于  是否对称。

问题出在了后二项 ，假如  不对

1

−(τ11(x1 + Δx1) − τ11(x1)) ΔA1 = − (p(x1 + Δx1) − p(x1)) ΔA1 = − Δ1p ΔA1

Δ1p 1

−(τ21(x2 + Δx2) − τ21(x2)) ΔA2 = − (σ21(x2 + Δx2) − σ21(x2)) ΔA2 = − Δ2σ21 ΔA2

Δ2σ21 2 1
2

−(p(x2 + Δx2) − p(x2)) ΔA2 = − Δ2 p ΔA2

−(σ12(x1 + Δx1) − σ12(x1)) ΔA1 = − Δ1σ12 ΔA1

Δ2 p Δ1σ12 2

τji j = i

−x1 (p(x2 + Δx2) − p(x2)) ΔA2 + x2 (p(x1 + Δx1) − p(x1)) ΔA1

= − x1 (Δ2 p) ΔA2 + x2 (Δ1p) ΔA1

Δ2 p Δ1p 2 1

τji j ≠ i

(−(x1 + Δx1)σ12(x1 + Δx1) + x1σ12(x1)) ΔA1 + ((x2 + Δx2)σ21(x2 + Δx2) − x2σ21(x2)) ΔA2

= − x1 (Δ1σ12) ΔA1 + x2 (Δ2σ21) ΔA2 − Δx1σ12ΔA1 + Δx2σ21ΔA2

Δ1σ12 Δ2σ21 1 2

σji

−Δx1σ12ΔA1 + Δx2σ21ΔA2 = − (σ12 − σ21) Δx1Δx2Δx3 σji



称，即使粘滞力不随位置变化也会产生力矩，而且这个力矩不依赖于坐标选取（这是一

个正比于小块体积的力矩，不依赖于计算力矩的参考点），仿佛是这一小块流体会产生

“自转”（  的话，流体任意一小块都会自转起来）。如果我们认为流体不太可能凭

空获得这种“自发”角动量，那就必须假设 ，如同作者在文中所论证的。 

伽利略相对性  

伽利略相对性（Galilean relativity） 原理要求，掌管流体的定律对于使用空间坐标  的观察72

者  和对于相对  以任意恒定速度  运动的观察者  来说应该是相同的，后者使用的坐标
与  的坐标通过以下关系相联： 

	 	 	 	 	 	 （2.5.11） 

除了这一坐标变化，运动观察者看到的质量密度  与  相同： 

	 	 	 	 	 	 （2.5.12） 

但是，对于观察者 ，他自己的速度  被从观察者  看到的速度中减去 ： 73

	 	 	 	 	 （2.5.13） 

为了检查质量守恒方程（2.5.3）是否在Galileo变换下保持不变，将方程（2.5.12）对时间求偏
导数，保持 （但不是 ！）不变 ： 74

  

因此， 

σji ≠ σij

σji = σij

x
𝒪 𝒪 −u 𝒪′￼
𝒪

x′￼= x + ut

ρ′￼ ρ

ρ′￼(x′￼, t) = ρ(x, t)

𝒪′￼ −u 𝒪

v′￼(x′￼, t) = v(x, t) + u

x x′￼

∂ρ′￼(x′￼, t)
∂t

+ ∑
i

∂ρ′￼(x′￼, t)
∂x′￼i

ui =
∂ρ(x, t)

∂t

 作者注：在二十世纪，这被称为伽利略相对性（Galilean relativity），以区别于Einstein的狭义相对性原72

理。两者的原理都声明自然法则不受观察者匀速运动的影响；正如我们在第四章中将看到的，将Einstein相
对性和Galileo相对性区分开来的只是转换到运动参照系的细节。

 译者注：方程（2.5.11）二侧对时间求导数，就得到速度场的关系（2.5.13）。73

 译者注：  中将  和  视为独立变量，就有 74

，因为变量名的关系，有些偏
导数看起来容易产生误解。我们稍后进行动量守恒的Galileo变换的时候，会将易混淆的符号预先整理清楚。

ρ′￼(x′￼, t) = ρ′￼(x + ut, t) = ρ(x, t) x t
∂t ρ′￼(x + ut, t) + u ⋅ ∇ρ′￼(x + ut, t) = ∂t ρ′￼(x′￼, t) + u ⋅ ∇′￼ρ′￼(x′￼, t) = ∂t ρ(x, t)



	 	 	    

	 	 	 	 	  

	 	 	 	 	 	 	  （2.5.14） 

因此，质量守恒方程（2.5.3）确实满足Galileo相对性原理。 

遵循同样的推理，我们可以看到，如果  仅简单由方程（2.5.5）中的项  给出，则动量
守恒定律（2.5.4）自动会在Galileo变换下保持不变。因此Galileo相对性原理要求方程
（2.5.5）中的项  在Galileo变换下必须单独保持不变，并且根据方程（2.5.8）和（2.5.9），

 和  必须也满足这一要求。由于Galileo变换（2.5.13）中的项 ，Galileo相对性排除了 

 中类似上面提到的例子  这样的——因其涉及到速度  本身而非其梯
度。 

我们将动量守恒在Galileo变换下的的变化方式写出来，方便比较。符号易混淆，我们先理清： 

 参照系的独立坐标变量记为  和 ，其他变量都以  来标记；对应  参照系的独立坐标变量 

 和 ，其他量都不带  。（2.5.11）规定了最基本的坐标变换如下： 

：		 ， ；		 ，  

：		 ， ；		 ，  

于是 

，	 		 （2.5.d） 

，	 	 	 （2.5.e） 

现在我们已知（2.5.12） ，质量守恒（2.5.14） 

 

现在我们看  的动量守恒在Galileo变换下如何变化：  

∂ρ′￼(x′￼, t)
∂t

+ ∇′￼⋅ (v′￼(x′￼, t) ρ′￼(x′￼, t))

=
∂ρ(x, t)

∂t
+ ∇′￼⋅ ((v′￼(x′￼, t) − u) ρ′￼(x′￼, t))

=
∂ρ(x, t)

∂t
+ ∇ ⋅ ((v(x, t) ρ(x, t)) = 0

Tji ρvjvi

τji

p Δτji u
Δτji vivj + vjvi − 2δijv2 /3 v

𝒪′￼ x′￼ t′￼ ′￼ 𝒪
x t ′￼

𝒪 → 𝒪′￼ x′￼= x + ut t′￼= t
∂
∂t′￼

=
∂
∂t

− u ⋅ ∇ ∇′￼= ∇

𝒪′￼→ 𝒪 x = x′￼− ut′￼ t = t′￼
∂
∂t

=
∂
∂t′￼

+ u ⋅ ∇′￼ ∇ = ∇′￼

∂
∂t

ρ(x, t) =
∂
∂t′￼

ρ′￼(x′￼, t′￼) + u ⋅ ∇′￼ρ′￼(x′￼, t′￼)
∂
∂t′￼

ρ′￼(x′￼, t′￼) =
∂
∂t

ρ(x, t) − u ⋅ ∇ρ(x, t)

∂
∂t

v(x, t) =
∂
∂t′￼

v′￼(x′￼, t′￼) + u ⋅ ∇′￼v′￼(x′￼, t′￼)
∂
∂t′￼

v′￼(x′￼, t′￼) =
∂
∂t

v(x, t) − u ⋅ ∇v(x, t)

ρ′￼(x′￼, t′￼) = ρ(x, t)

∂
∂t′￼

ρ′￼(x′￼, t′￼) + ∇′￼⋅ (ρ′￼(x′￼, t′￼) v′￼(x′￼, t′￼)) =
∂
∂t

ρ(x, t) + ∇ ⋅ (ρ(x, t) v(x, t)) = 0

𝒪′￼



 

用（2.5.d）和（2.5.e）将等号右侧前二项换回 ，得到 

 

 

接下来省略  中独立坐标变量  和 ，代入质量守恒 ，上式 

 

 

 

其中用到了  的任何变化率都等于零。将  分解成 

（不引起混淆的情况下，也省略  中独立坐标变量  和 ），代入上式得到 

 

将等式右侧第二项中对应体块流动的  换回 ，上式 

 

    	 	 	 	 	 	 	 （2.5.f） 

如果我们要求动量守恒的方程形式必须在Galileo变换下不变，即 

 

那么（2.5.f）最后二项必须等同于  中的动量流密度的散度 

 

∂
∂t′￼(ρ′￼(x′￼, t′￼) v′￼(x′￼, t′￼)) + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼) = v′￼(x′￼, t′￼)

∂
∂t′￼

ρ′￼(x′￼, t′￼) + ρ′￼(x′￼, t′￼)
∂
∂t′￼

v′￼(x′￼, t′￼) + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼)

𝒪

(v(x, t) + u) ( ∂
∂t

ρ(x, t) − u ⋅ ∇ρ(x, t)) + ρ(x, t)( ∂
∂t

v(x, t) − u ⋅ ∇v(x, t)) + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼)

=
∂
∂t (ρ(x, t) v(x, t)) + u

∂
∂t

ρ(x, t) − (v(x, t) + u) u ⋅ ∇ρ(x, t) − ρ(x, t) u ⋅ ∇v(x, t) + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼)

𝒪 x t ∂
∂t ρ = − ∇ ⋅ (ρv)

=
∂
∂t (ρ v) − u∇ ⋅ (ρv) − (ρ∇v + v∇ρ) ⋅ u − u u ⋅ ∇ρ + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼)

=
∂
∂t (ρ v) − (∇ρ ⋅ v + ρ∇ ⋅ v) u − u ⋅ (ρ∇v + v∇ρ) − u u ⋅ ∇ρ + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼)

=
∂
∂t (ρ v) + ∇′￼⋅ T ′￼(x′￼, t′￼) − ∇ ⋅ (ρ(vu + uv + uu))

u T ′￼(x′￼, t′￼) T ′￼= ρ′￼v′￼+ τ ′￼= ρ′￼v′￼v′￼+ p′￼𝕀 + Δ τ ′￼
𝒪′￼ x′￼ t′￼

∂
∂t′￼(ρ′￼v′￼) + ∇′￼⋅ T ′￼=

∂
∂t (ρ v) + ∇′￼⋅ (ρ′￼v′￼v′￼+ p′￼𝕀 + Δ τ ′￼) − ∇ ⋅ (ρ(vu + uv + uu))

∇′￼⋅ (ρ′￼v′￼v′￼) 𝒪

=
∂
∂t (ρ v) + ∇ ⋅ (ρ(v + u)(v + u) − ρ(vu + uv + uu)) + ∇′￼⋅ (p′￼𝕀 + Δ τ ′￼)

=
∂
∂t (ρ v) + ∇ ⋅ (ρvv) + ∇′￼⋅ (p′￼𝕀 + Δ τ ′￼)

∂
∂t′￼(ρ′￼v′￼) + ∇′￼⋅ T ′￼=

∂
∂t (ρ v) + ∇ ⋅ T

𝒪

∇ ⋅ T = ∇ ⋅ (ρvv + p 𝕀 + Δ τ ) = ∇ ⋅ (ρvv) + ∇′￼⋅ (p′￼𝕀 + Δ τ ′￼)



这样一来，就必须 ，这其实证明了整个 

 张量在Galileo变换下不变（边界条件可以限制常数项一样），各分量都不变 

；于是对其分离开的有迹和无迹部分，不仅分别有 ，

，而且其实是 ， ，这就限制了可能的 

 形式，比如  就不行，因为如同已经讨论过的  中体块动量流动项  一样，这

种项在伽利略变化下  无法保持不变。而速度梯度  就完全可以

候选。 

N AV I E R – S T O K E S方程  

在  中仍然可能出现无限种不同的项，可以包含任意数量的密度和/或速度的任意阶梯度的

因子。但是，为了保持单位的一致性，  任意一项中包含的梯度因子越多，该项系数中就必
须出现流体微观性质的某些特征长度的越高幂次。如果流体的这些特征长度，如分子间距和平
均自由程，都远小于流体性质（如密度和速度）变化的尺度，那么  将由一个与最少数量的

梯度成正比的项所主导。因此，我们应该寻找  之中只与单一梯度成正比的一个可能的
项 。 75

由于不可能构造出正比于密度的单一梯度的对称无迹张量 ，与单一梯度成正比的张量必须是76

速度梯度的线性函数。而这种对称无迹张量是唯一存在的 ： 77

	 	 	 	 （2.5.15） 

∇ ⋅ τ = ∇ ⋅ (p 𝕀 + Δ τ ) = ∇′￼⋅ (p′￼𝕀 + Δ τ ′￼) = ∇ ⋅ τ ′￼

τ
τji(x, t) = τ′￼ji(x′￼, t′￼) ∇p = ∇′￼p′￼
∇ ⋅ Δ τ = ∇′￼⋅ Δ τ ′￼ p(x, t) = p′￼(x′￼, t′￼) Δ τ (x, t) = Δ τ ′￼(x′￼, t′￼)
Δ τ vv − v2 𝕀 T ρvv

v → v′￼= v + u ∇v → ∇′￼v′￼= ∇v

Δτji

Δτji

Δτji

Δτji

Δτji = − η [
∂vj

∂xi
+

∂vi

∂xj
−

2
3

δij(∇ ⋅ v)]
 译者注：形如 ，  这样因子的乘积都可能出现在  中，作为函数形式  75

可以含有所有可能的幂次 ，  组合。  本身的量纲与压强相同，于是每增加一个梯度  都会需要一个长
度量纲的量  来“平衡”单位，相当于需要无量纲的  形式，而  可能对应着流体系统微观特征，  的
越高次幂相对于宏观尺度就越微小（相当于高阶小量）。因此  如果有很多项组成，主导项就是  幂次最
低的，也就是含有梯度  因子最少的项，如最低阶的 ， （包含了 ）。

∇⋯∇ρ ∇⋯∇v Δτ Δτ (∇mρ, ∇nv)
m n Δτ ∇

ℓ ℓ ⋅ ∇ ℓ ℓ
Δτ ℓ

∇ ∇ρ ∇v ∇ ⋅ v

 译者注：由于密度  本身是个标量，其单一梯度  或  为向量，无从谈起“对称无迹”这种对于二阶76

张量而言的性质，至少还需要再外乘上另一个向量如 ，也就无法正比于单一梯度了。
ρ ∇ρ ∂iρ

∂jρ

 译者注：  可以对称化成 ，其中  是  的转置（transpose），然后只需去掉其迹 77

（迹本身是标量）构成的对称张量 ，注意额外因子 ，于是最终构
成对称无迹张量 ，最低阶/主导项的粘滞力正比于此张量。由此得到的动量守

恒即Navier–Stokes方程： 。

∇v ∇v + (∇v)T (∇v)T ∇v
tr (∇v + ∇vT) = 2∇ ⋅ v (2∇ ⋅ v) 𝕀 tr 𝕀 = 3

∇v + (∇v)T − (2/3)(∇ ⋅ v) 𝕀
∂t (ρv) + ∇p + ∇ ⋅ (ρvv − η (∇v + (∇v)T − (2/3)∇ ⋅ v 𝕀)) = 0



其中  是一个系数（Galileo不变，如同  和 ），被称为流体的粘度（viscosity） 。方程78

（2.5.15）中插入了一个负号是为了使得，当  时，粘性流体流动所产生的热量为正。使
用方程（2.5.5）、（2.5.9）和（2.5.15），我们看到动量守恒方程（2.5.4）取得形式： 

	 （2.5.16） 

这就是纳维尔-斯托克斯（Navier–Stokes）方程。 

我们来讨论一下粘度（viscosity）这个系数的正负号。在前文2.3节推导Stefan–Boltzmann定律

过程中曾经写下过流体粘滞力功率（2.3.f），用本节Navier–Stokes方程的符号  替代

（2.3.f）中的 ，写下粘滞力对一个流体区域  的功率为 

 

上式等号右侧第一项为边界上的粘滞力功率，即区域之外的流体作用在区域分界面上的粘滞力

功率，可正可负；第二项是我们关心的区域内微分流体块之间全部粘滞力的总功率。我们不妨

直接看其功率密度 ，简记 ，则 

 

可以这样替换是因为粘滞项  是一个对称矩阵。现在将Navier–Stokes方程中的粘滞力项 

  

代入上述功率密度，注意到 ，  可以用粘滞项表示为  

 

于是粘滞力功率密度 

η ρ p
η > 0

∂
∂t

(ρvi) = −
∂p
∂xi

+ ∑
j

∂
∂xj [−ρvivj + η [

∂vj

∂xi
+

∂vi

∂xj
−

2
3

δij (∇ ⋅ v)]]

Δ τ
σ ω

−∫ω
∇ ⋅ Δ τ ⋅ v d3x = − ∮∂ω

v ⋅ Δ τ ⋅ dA + ∫ω
tr (Δ τ ⋅ ∇v) d3x

tr (Δ τ ⋅ ∇v) s = 1
2 (∇v + (∇v)T)

tr (Δ τ ⋅ ∇v) = tr (Δ τ ⋅ s )
Δ τ

Δ τ = − η (∇v + (∇v)T −
2
3

∇ ⋅ v 𝕀)
Δ τ = − 2 η ( s − (1/3)∇ ⋅ v 𝕀) s

s = −
1

2 η
Δ τ +

1
3

∇ ⋅ v 𝕀

 译者注：公式（2.5.15）把单一梯度的组合量都放到了方括号内，而方括号外的系数  则包含了可能的非78

梯度Galileo不变量，比如标量密度  就可以出现在其中——而后文计算中也发现的确如此，见式
（2.5.19）。

η
ρ



 

其中用到  是特意构造成对称且无迹（traceless）的。现在可以肯定，（2.5.15）构造的  

当中有了负号，只要选择粘度系数 ，这个完全由平方和构成的功率密度表达式总不会大

于零，能量守恒下所产生的热量也就一定为正。 

一 个 具 体 模 型 ： 旋 转 流 体 *  

建立了Navier–Stokes方程（2.5.16）之后，更多问题可以讲明白了。我们打算从回顾Bernoulli

方程（2.5.a）出发，专门分析一个相对直观的，二维平面上旋转流体的模型。无粘滞情形与

Bernoulli方程相对照，有粘滞情形与无粘滞结果相对比，希望籍此建立一些对流体流速场，压

强场，粘滞场的感受。 

1. 从Navier–Stokes方程（再次）证明Bernoulli方程，澄清其部分常见误解。 

我们希望先不立即假设稳恒等前提，而是从Navier–Stokes方程推导更一般的结论，再理解

Bernoulli方程及其适用条件。在恒定重力场  中有粘滞流体满足 

	 	 	 	 （2.5.g） 

其中粘滞力密度已经简写为  ，作者用的符号是 ，我

们写得省事一点。将（2.5.g）中微分全拆开写成 

		 （2.5.h） 

注意到方程（2.5.h）左侧第一与三项组合起来正好是零，因为质量守恒 

	 	 	 	 	 	 （2.5.i） 

tr (Δ τ ⋅ ∇v) = tr (Δ τ ⋅ s )
= −

1
2 η

tr (Δ τ ⋅ Δ τ ) +
1
3

(∇ ⋅ v) tr (Δ τ )
= −

1
2 η

tr (Δ τ ⋅ Δ τ )
= −

1
2 η ∑

ij
(Δτij)

2

Δ τ Δ τ
η > 0

g

∂
∂t (ρv) + ∇ ⋅ (ρvv) + ∇p + ∇ ⋅ σ − ρg = 0

σ = − η (∇v + (∇v)T − 2
3 ∇ ⋅ v 𝕀) Δ τ

( ∂
∂t

ρ) v + ρ
∂
∂t

v + ∇ ⋅ (ρv) v + ρv ⋅ ∇v + ∇p + ∇ ⋅ σ − ρg = 0

∂
∂t

ρ + ∇ ⋅ (ρv) = 0



剩下的项都除以密度 （相当于要求流体密度  任何时刻在任何有限位置  都不能为

零）写成 

	 	 	 	 （2.5.j） 

以“后见之明”考虑到Bernoulli方程（2.5.a）会出现的基本形式 ，我们来进

行一番拼凑，由 ，取  得79

到 

	 	 	 	 	 （2.5.k） 

用（2.5.k）替代（2.5.j）中的 ，我们有 

	 	 	 （2.5.l） 

继续拼凑，因为 

	 	 	 	 	 	 （2.5.m） 

以（2.5.m）替换掉（2.5.l）左侧第二项就得到 

		 （2.5.n） 

（2.5.n）这个从Navier–Stokes方程出发所导出的足够普适的方程，其左侧括号中的组合函

数/标量就是我们要讨论的Bernoulli方程（2.5.a）中所出现的形式，我们不妨称 

 为Bernoulli组合量。现在从（2.5.n）我们更容易看出讨论Bernoulli方程的几

种前提： 

• 当流速场稳恒（ ， ，  均不显含时间，上文得到（2.5.n）的过程已经假设恒定重力场 

） ，流体无粘滞  时，将Bernoulli组合量的梯度投影到流速  方

向 ，因为（2.5.n）右侧第三项投影为零，我们有 

ρ ρ(x, t) x

∂
∂t

v + v ⋅ ∇v +
1
ρ

∇p +
1
ρ

∇ ⋅ σ − g = 0

1
2 ρv2 − ρg ⋅ x + p

u × (∇ × v) + v × (∇ × u) = ∇(u ⋅ v) − (u ⋅ ∇) v − (v ⋅ ∇) u u = v

∇( 1
2

v2) = v × (∇ × v) + (v ⋅ ∇) v

(v ⋅ ∇) v

∇( 1
2

v2) +
1
ρ

∇p − g = −
1
ρ

∇ ⋅ σ + v × (∇ × v) −
∂
∂t

v

∇( p
ρ ) =

1
ρ

∇p −
p
ρ2

∇ρ

∇( 1
2

v2 − g ⋅ x +
p
ρ ) = −

p
ρ2

∇ρ −
1
ρ

∇ ⋅ σ + v × (∇ × v) −
∂
∂t

v

1
2 v2 − g ⋅ x + p

ρ

v p ρ
g = const . ∂tv = 0 σ = 0 v

̂ev

 译者注：简单证明 79

，这个式子中  与  交换并与原式相加得到 

，对照即知。

(u × (∇ × v))i = ∑jklm ϵijkuj (ϵklm∂lvm) = ∑jlm (δilδjm − δimδjl) uj∂lvm

= ∑j uj∂ivj − uj∂jvi u v (u × (∇ × v) + v × (∇ × u))i

= ∑j ∂i (ujvj) − uj∂jvi − vj∂jui



		 	 	 （2.5.o） 

（2.5.o）意味着Bernoulli组合量沿着流速方向  的变化率（方向导数），正比于流体密

度沿   的变化率（符号相反），如果密度在流速方向（也可以叫流线streamline方向）

无变化，那么组合量也无变化。如果（2.5.o）这个形式不够“直观”，我们还可以用质量

守恒（2.5.i）做些调整改写（注意 ）： 

	 	 	 	 	 （2.5.p） 

用（2.5.p）将（2.5.o）右侧替换为 

	 	 	 （2.5.q） 

（2.5.q）更清楚显示出，稳恒情况下Bernoulli组合量沿着流速场 ，或者说其沿着流线

（streamline）的变化依赖于流速场的散度，散度非零对应着流体体积“产生/湮灭”的源

头。如果流体不可压缩（incompressible），也就是密度不随位置变化，则Bernoulli组合

量也不变。 

• 如果讨论前提除了稳恒无粘滞，再加上流体不可压缩 ，那么（2.5.n）给出

Bernoulli组合量的梯度为 

	 	 	 	 （2.5.r） 

̂ev ⋅ ∇( 1
2

v2 − g ⋅ x +
p
ρ ) = −

p
ρ2

̂ev ⋅ ∇ρ

̂ev

̂ev

∂t ρ = 0

∇ ⋅ (ρv) = ∇ρ ⋅ v + ρ∇ ⋅ v = 0

v ⋅ ∇( 1
2

v2 − g ⋅ x +
p
ρ ) = −

p
ρ2

v ⋅ ∇ρ =
p
ρ

∇ ⋅ v

v

ρ = const .

∇( 1
2

v2 − g ⋅ x +
p
ρ ) = v × (∇ × v)

译者图 2.9：左起第一张图为流体圆盘如刚体一般整体以均匀角速度  旋转，其中标出了流体中一个微分小块。
左起第二张图，流体夹在内外二环之中，整体以单一角速度旋转，与前一情形无甚区别。左起第三张图放大了微
分小块，较小半径处压强较小，弧长也较短，而较大半径处压强较大，弧长也较长；二条侧边压力有指向半径外
侧的分量。左起第四张图和第五张图，有粘滞流体夹在二环之中，内外二个环角速度不同（如图中显示向相反方
向旋转），流体与环接触处角速度亦与之相同，流体由于粘滞相互“拖拽”形成一层层角速度逐渐变化的流动。

ω



（2.5.r）提供的信息之一是，如果流速场完全无旋 ，那么Bernoulli组合量完全

不变，在流体所在的空间各点都取相同的值。如果流速场有旋 ，考虑流速场/流线方向80

的投影则得到Bernoulli方程最常见的形式 

	 	 	 	 	 （2.5.s） 

（2.5.s）的意思是，Bernoulli组合量在流速方向的方向导数等于零，沿着流线走组合量

的值不变，换句话说，流线是Bernoulli组合量的等值线，但是注意跨流线（等值线）组

合量的值是完全可以变化的。对比一下前文（2.5.a），在稳恒情况下（所有场都不显含

时间 ）恰好是 

		 （2.5.t） 

也就是说，Bernoulli组合量作为运动守恒量必须是跟着运动（流线）走才是不变的，所

有的变化都是在垂直于运动方向上发生的。 

2. 现在我们来看一个具体的例子：二维旋转流体。所谓二维，也可以想象成三维柱体的一个

截面，而每个截面都一样的情况。我们先考虑无粘滞且均匀角速度的情况，求解问题并与

Bernoulli方程比较；然后再求解有粘滞与不均匀角速度的情况，与前者比较。几种情况的

示意图参见译者图2.9。 

首先考虑一个密度为 的无粘滞流体圆饼（有限半径或无限半径），整体如刚体

一般以同一恒定角速度  旋转，我们来求解其流速场  与压强场 。我们在流体平面以原

点为转轴建立极坐标 ，记  为对应正交归一基。位置  处的流速场显然是 

 	 	 	 	 	 	 	 （2.5.u） 

我们需要检查在  和（2.5.u）的流速场条件下，质量守恒方程（2.5.i）被满足。

注意到  时质量守恒方程（2.5.i）简化为连续性方程： 。如果想不起来

极坐标下的散度，总可以借助Green定理：（  为转轴方向，垂直于二维平面） 

 

 

∇ × v = 0

̂ev ⋅ ∇( 1
2

v2 − g ⋅ x +
p
ρ ) = 0

∂t (⋯) = 0

d
dt ( 1

2
ρv2 − ρg ⋅ x + p) = v ⋅ ∇( 1

2
v2 − g ⋅ x +

p
ρ ) = 0

ρ = const .
ω v p

(r, θ) ( ̂er, ̂eθ) x = r ̂er

v = ωr ̂eθ

ρ = const .
ρ = const . ∇ ⋅ v = 0

̂ez = ̂er × ̂eθ

∮ u ⋅ (dx × ̂ez) = ∮ (ur ̂er + uθ ̂eθ) ⋅ (−dr ̂eθ + rdθ ̂er)

= ∮ − uθ dr + ur rdθ = ∬
1
r ( ∂(rur)

∂r
+

∂uθ

∂θ ) rdrdθ

 译者注：有旋  是一个数学判断，并不是现象上有无漩涡；我们很快会看到例子，一个整体以80

同一角速度转动的流体，漩涡这个现象只出现在转轴，但是  可以出现在流体的所有点。
∇ × v ≠ 0

∇ × v ≠ 0



而辨认出 。（2.5.u）中速度场只有  分量  ，且不依赖于

角度 ，于是自动满足（2.5.i）。 

接下来求解Navier–Stokes方程（2.5.g），稳恒无粘滞（二维平面也没有外力场）时已经简

化成 ，由连续性方程  进一步简化

为 

	 	 	 	 	 	 （2.5.v） 

将速度场（2.5.u）代入（2.5.v）得到 

		 	 （2.5.w） 

（2.5.w）是个熟悉的结论，对于整体均匀角速度旋转的流体，取其半径  处一小块质量为 

 的微分体积元，该质量圆周运动的向心力  只能来自压强差 。求解方81

程（2.5.w），意味着压强随半径增大 

		 	 	 	 	 	 （2.5.x） 

其中常数  由边界条件决定。截至此（2.5.u）和（2.5.x）已经给出Bernoulli组合量 

	 	 	 	 	 	 （2.5.y） 

很明显Bernoulli组合量不是常数：半径越大，流速越大，压强也越大。只在同一半径的一

圈流线上Bernoulli组合量不变，符合（2.5.s）。我们来对照一下Bernoulli组合量的梯度

（2.5.r） 。如果想不起来极坐标下的旋度，还是可以从Green定理找出来： 

 

于是 。将（2.5.u）代入 （2.5.r） 得到 

∇ ⋅ u = 1
r ∂r(rur) + 1

r ∂θ uθ ̂eθ vθ = ωr

θ

ρ∇ ⋅ (vv) + ∇p = ρ (∇ ⋅ v) v + ρv ⋅ ∇v + ∇p = 0 ∇ ⋅ v = 0

ρv ⋅ ∇v + ∇p = 0

∇p = − ρωr ̂eθ ⋅ ∇(ωr ̂eθ) = − ρωr
1
r

∂
∂θ (ωr ̂eθ) = ρω2r ̂er

r
dm = ρ rdrdθ dm ω2r

p =
1
2

ρω2r2 + p0

p0

1
2

ρv2 + p = ρ (ωr)2 + p0

ρv × (∇ × v)

∮ u ⋅ dx = ∮ (ur ̂er + uθ ̂eθ) ⋅ (dr ̂er + rdθ ̂eθ) = ∮ ur dr + uθ rdθ = ∬
1
r ( ∂(ruθ)

∂r
−

∂ur

∂θ ) rdrdθ

∇ × u = ( 1
r ∂r(ruθ) − 1

r ∂θ ur) ̂ez

 译者注：极坐标下写一小块  所受边界上净压力时要小心，除去内外81

弧线上的压力差  之外，还有一对半径直线段上的压

力，其合力（净压力）沿着径向 （漏掉这一项会发现矛盾，即使压强均

匀小块也会受到非零的净压力/浮力），正好与前一项中的  抵消，二项之和才能得到正确的 
，即 。

(r, r + Δr) × (θ − Δθ /2, θ + Δθ /2)
p(r + Δr) (r + Δr) Δθ − p(r) r Δθ → (rp′￼+ p) drdθ

−p(r) 2 sin ( Δθ
2 ) Δr → − pdrdθ

pdrdθ
rp′￼drdθ = dm ω2r = ρω2r (rdrdθ) p′￼= ρω2r



	 	 （2.5.z） 

这个结果与（2.5.y）完全一致，（2.5.z）就是（2.5.y）的微分（（2.5.y）直接计算梯度会得

到完全一样的结果（2.5.z）），Bernoulli组合量在垂直于流线方向（也就是沿半径方向）

发生“双重”变化：动能密度与压强各自贡献了相同的变化率 。 

3. 接下来我们在上述二维旋转流体的模型中添加粘滞力。为了方便计算不均匀角速度的流体

运动，考虑一个类似轴承的内外环结构：两个可以旋转的同心环中间夹着一层流体，假设

与内外两环接触的两圈流体速度分别与内外环相同（即边界条件）。 

上文的第2条中我们讨论了整个系统如同刚体一样以相同角速度转动的情况：把流体环想象

成从内向外许多流体层，层之间没有切向“静摩擦”，只是在径向压力差下“拐弯”（速度方向

改变，速度大小不改变）。如果内外环角速度不同，比如内环静止而外环转动（或者内外

金属环向相反方向旋转），那么中间流体无法像刚体一样保持单一角速度，可能分成相互

滑移的无数流层（每个半径处的一圈流体角速度都不同，从内向外连续变化），这时候层

之间可以有切向“动摩擦”，或者称“阻力”。流体层之间彼此加减速，最终可以达到（趋向）

稳恒状态的流速分布，我们就来求解这个稳恒流速场。 

方便起见，记内环半径为 ，外环半径为 ，对应流体角速度分别为恒定的 

， ，总与环的角速度相同。我们关心的是流速场，压强场，粘滞力

场都不再随时间变化的稳恒状态，由角度对称性 

 	 	 	 	 	 	 （2.5.aa） 

（2.5.aa）中  的形式已经自动满足连续性方程 ，还需要满足不含时的Navier–

Stokes方程（2.5.g）： 

	 	 	 	 	 （2.5.ab） 

用（2.5.aa）这个形式分别表达（2.5.ab）中的每一项。第一项 

	 	 （2.5.ac） 

第二项由对称性  则 。第三项  

因为 ， ，于是只剩下 

	 	 	 	 	 （2.5.ad） 

∇( 1
2

ρv2 + p) = ρv × (∇ × v) = ρωr ̂eθ ×
1
r

∂
∂r

(r ωr) ̂ez = 2ρω2r ̂er

ρω2r

R1 R2 > R1

ω(R1) = Ω1 ω(R2) = Ω2

v = ω(r) r ̂eθ

v ∇ ⋅ v = 0

ρv ⋅ ∇v + ∇p + ∇ ⋅ σ = 0

ρv ⋅ ∇v = ρωr ̂eθ ⋅ ∇(ωr ̂eθ) = ρωr
1
r

∂
∂θ (ωr ̂eθ) = − ρω2r ̂er

p = p(r) ∇p = p′￼ ̂er ∇ ⋅ σ = − η∇ ⋅ (∇v + (∇v)T − 2
3 ∇ ⋅ v 𝕀)

∇ ⋅ v = 0 ∇ ⋅ (∇v)T = ∇(∇ ⋅ v) = 0

∇ ⋅ σ = − η∇ ⋅ ∇v = − η∇2v



因为我们依然需要看粘滞力密度的完整形式，于是干脆分两步计算（2.5.ad）中速度场的拉

普拉斯算符（Laplacian）。先计算第一重 ： 

		 	 （2.5.ae） 

这样就有 

	 （2.5.af） 

再计算（2.5.ad）中的第二重 ： 

	     

 

上式大括号中第二项为零（  在  方向上的导数为零），第三项也为零（再一次使用极坐

标下的散度公式， ），计算其余项 

	 （2.5.ag） 

有了（2.5.ac），  和（2.5.ag），现在（2.5.ab）已经可以表达成 

	 	 	 （2.5.ah） 

先来求解（2.5.ah）中  分量部分 ，直接积分得到 ，即 

，解得 

		 	 	 	 	 	 （2.5.ai） 

匹配边界条件 ，  ，得到 

	 	 	 	 （2.5.aj） 

从（2.5.aj）立刻得到流速场（2.5.aa） 

	 	 	 	 （2.5.ak） 

∇
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∂
∂r

+ ̂eθ
1
r

∂
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∇
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和粘滞力密度场（2.5.af） 

	 	 	 	 （2.5.al） 

继而可以求解（2.5.ah）中  分量部分 ，这个方程表达的内容与无粘滞情形

的（2.5.w）一样，都是压强差提供了向心力，只是现在不同半径处的流体旋转角速度不

同。将（2.5.aj）代入得到 

	 	 	 （2.5.am） 

（2.5.am）积分得到冗长的压强表达式 

 

		 	 	 	 	 	 	  （2.5.an） 

当内外圈角速度相同  时，（2.5.al）中粘滞力消失 ，而（2.5.an）变回

（2.5.y）的压强分布。 

我们看到，仅仅是稳定的分层旋转，Navier–Stokes方程求解出的流速场 （2.5.ak），粘

滞力密度场（2.5.al），压强场（2.5.an）就已经不直观了。我们不妨看一个特例，只有内

圈  以角速度  转动，外圈推向无穷远 ，角速度消失 ，相当于

只有一个环“带动”外部无穷大区域的流体旋转。此时有 

，	 ，	 	 （2.5.ao） 

从直观感觉理解（2.5.ao），角速度  随半径减小，无穷远处就“转不动了”，压

强  也随之同步变化，流体半径  处一段微分弧长 （或者考虑一个从中

心算起半径为  的流体圆盘/圆饼，其边缘上一小段圆弧），受到的来自“半径外侧”（圆盘

/圆饼半径之外紧贴着的）流体的粘滞力为 

	 	 （2.5.ap） 
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从（2.5.ap）可以看出：随着沿半径增大，外圈对内圈的粘滞力为阻力（与局部速度方向相

反），每单位角度上的阻力大小正比于局部速度大小；流体旋转速度和角速度均逐层减

小，相互沿切向拖拽的粘滞力就跟着减小并趋于零，无穷远处就“拽不动了”。 

粘度

粘度的测量完全在十九世纪物理学家的能力范围内。在使用Navier–Stokes方程的一个经典的
计算中， Stokes发现具有粘度  的均匀流体对在流体中以速度  运动的、半径为  的球体施
加了一个阻力 ，由以下公式给出： 

	 	 	 	 	 	 （2.5.17） 

例如，如果一个质量为  的球体于流体中下落，它会加速直到粘性力平衡重力 （忽略浮
力），此时球体达到终端速度 

 

气体的粘度也可以通过观察周围气体对钟摆运动的影响来测量。 

基于分子理论计算  比测量它更为困难。相当一段时间，理论上所能做到最好的只是对这种粘
度进行粗略的估算。 

为了作这一估算，考虑一个正在经历剪切流动的均匀流体。例如，假设  只有一个分量 ，
仅依赖于 。（流体可以被夹在两块平板之间，每块平板都位于 −  平面内，它们的间隔在 

 方向上，其中一块平板在  方向运动，另一块则保持静止。）在这种情况下，方程
（2.5.5）、（2.5.9）和（2.5.15）给出了动量 -分量的流密度的 -分量： 

	 	 	 	 	 （2.5.18）

为了找出 ，让我们用分子理论计算动量 -分量以多大流量速率穿过垂直于 -轴的一个平面上
的每单位面积 ，我们取该平面为 。这个动量流的产生是因为，除了被体块速度  携带82

着着在 -方向走之外，每个分子还具有一个随机涨落摇摆不定的“特殊速度” 。我们做一个
大胆的近似，因为频繁的碰撞，特殊速度在所有方向是等可能的。然后，特殊速度向量  与 

η v a
F

F = 6π ηav

m mg

vterminal =
mg

6π ηa

η

v v1

x3 1 2
3 1

1 3

T31 = Δτ31 = − η
∂v1

∂x3

η 1 3
x3 = 0 v

1 Δv
Δv

 译者注：“流量速率”的意思是每单位时间内，（平面 ）每单位面积上，有多少 -方向的动量从各种82

方向穿过，其量纲为：（动量）/（时间·面积）。
x3 = 0 1



-轴之间形成的夹角在  和  之间每单位体积的分子数是立体角  与  之
比再乘以总分子数密度 ，即 。正如我们在第1.1节计算气体压强时所看到的，在
时间  内撞击平面上面积  的分子数是一个以  为底，  为高的圆
柱体中的分子数，其中  是垂直于  平面的特殊速度分量， 是特殊速度的大小。
于是这一分子数量是 

 

由于  被假设为仅是  的函数 ，一个走过距离  而到达平面  的分子，其动量 
-分量会是 ，其中  是分子质量。（除了这个体块速度携带而来的动量外，分
子们的特殊动量也会有 -分量，但在特殊速度在所有方向是等可能的假设下，这些 -分量在
我们积分过围绕 -方向的全体方位角（azimuthal angle）时会相互抵消。）  的自变量中出
现了一个负号是因为，对特殊速度的 -分量  为正（或负）的分子，对应 （或 

），分别从负（或正）的  位置值到达平面 。于是动量 -分量流过  
平面上单位面积单位时间的流量速率是： 

 

其中  是一个分子自从上次与另一分子碰撞之后，到达平面  时，所走的距离在  
到  之间的概率，而上划线再次表示对所有分子的平均值。只要碰撞之间的平均距离与
流体性质变化的尺度相比很小，所有方向都等价，那么  也是从随机起始位置出发，分
子在第一次碰撞前走过的距离在  到  之间的概率。（注意这个公式既适用于分子具有
负的也适用于正的  值，因为具有负  值的分子也具有负的特殊速度 -分量，因此其
穿越平面  时，是从  的正值走向负值，因而经过这个平面给动量 -分量的流量一份负
的贡献。） 

我们再做一个关键假设，这个假设已经导致了Navier-Stokes方程，即分子一般走的距离远小于
流体的宏观体块性质变化的尺度。这意味着在  不可忽略为零的  的范围内，

 的变化非常小 。这就允许我们使用Taylor展开： 83

+3 θ θ + dθ 2π sin θ dθ 4π
n n sin θ dθ/2

dt dA dA Δv⊥dt = cos θ |Δv |dt
v⊥ x3 = 0 |Δv |

dA × cos θ |Δv |dt × n sin θ dθ/2

v1 x3 v1(x3) r x3 = 0 1
mv1 (−r cos θ) m

1 1
3 v1

3 v⊥ cos θ > 0
cos θ < 0 x3 x3 = 0 1 x3 = 0

T31 = ∫
π

0 ( n |Δv |
2 ) cos θ sin θ dθ∫

∞

0
mv1 (−r cos θ) P(r) dr

P(r) dr x3 = 0 r
r + dr

P(r) dr
r r + dr

cos θ cos θ 3
x3 = 0 x3 1

P(r) r
v1(−r cos θ)

 译者注：  是流体宏观流速（其中括号里表示的是函数  的自变量 ，而不是一83

个乘积因子），其发生变化的尺度也是宏观尺度，而分子两次相继碰撞之间走过的距离  达到能看见  发
生变化的概率  几乎为零了；换句话说，  只在微观尺度的  范围不为零，在对积分 

 有贡献的  范围之内，  变化甚微。

v1(−r cos θ) v1 x3 = − r cos θ
r v1

P(r) P(r) r
∫ ∞

0
mv1 (−r cos θ) P(r) dr r v1



 

第一项对流密度没有贡献，因为  对  的积分消失为零。这样就只留给我们下一项的
贡献， 

 

其中，  是平均自由程： 

 

将之与我们从方程（2.5.15）中提取出来给  的公式（2.5.18）相比，我们为  找到如下正
数值 

	 	 	 	 	 	 （2.5.19） 

这一节粘度的微观模型，我们添加几个示意图（译者图 2.10 和 2.11），更方便阐释其逻辑脉

络。粘度的模型与第一章气体压强的模型基本思路如出一辙，都是分子运动穿过一个小平面而

转移动量，都是关心单位时间单位面积转移了多少动量，也就是作用力面密度。最显著的差异

在于： 

1. 压强模型关心的是分子动量垂直于平面的法向分量（垂直于平面的速度分量“碰撞反弹”才

造成压力），给定一个小平面 的空间姿态，法向只有一个独立方向 ，平面

指向什么方向压力就指向什么方向；而粘度模型关心的是分子动量平行于平面的切向分量

（平行于平面的速度分量“碰撞拖拽”造成摩擦力），给定小平面 内总有2个独

立方向 ， ，需要分别谈论  和  方向的粘滞力。 

2. 气体内部一个假想分界面上的压强来自双侧所有方向分子撞击的总和效果（一侧分子对另

一侧分子的垂直“推动”或“挤压”），对均匀而各向同性的分子系统净力为零（分界面二侧没

有任何区别，平均而言任何方向飞来的分子均无区别 ， ， ，

），单看一侧的话当然会有动量流（或者现实测量的话分子会反弹）而形成压力；我们

在第一章中只讨论了均匀而各向同性的情况，没有涉及压强，密度等不均匀，并伴随输运

过程的情况。同样思路下，气体内部一个假想分界面上的粘滞/摩擦也来自双侧所有方向分

子动量转移的总和效果（一侧对另一侧切向“推动”或“剪切”），对均匀而各向同性的分子系

统依然净力为零（分界面二侧没有任何区别，平均而言没有任何一侧飞来的分子会带给对

v1(−r cos θ) = v1(0) − r cos θ ( ∂v1

∂x3 )
x3=0

+ ⋯

cos θ sin θ θ

T31 = −
nmℓ |Δv |

2 ( ∂v1

∂x3 )
x3=0

∫
π

0
cos2 θ sin θ dθ = −

nmℓ |Δv |
3 ( ∂v1

∂x3 )
x3=0

ℓ

ℓ ≡ ∫
∞

0
r P(r) dr

T31 η

η =
1
3

mℓn |Δv |

ΔA = n̂ |ΔA | n̂

ΔA = n̂ |ΔA |
̂ea ⊥ n̂ ̂eb ⊥ n̂ ̂ea ̂eb

v = 0 n̂ ⋅ v = 0 3 (n̂ ⋅ v)2 = v2

∀ n̂



方更多或更少动量  ， ， ， ）；但如果流体有宏观流动，即使

流速场  稳恒不变（不显含 ），从分界面二侧飞来的分子平均而言可以携带不

等的动量（分子速度平均值将依赖于其在流体中所处的位置 ， ，

即各处分子平均速度等于宏观流速），造成一侧的分子“激励”（加速）或“牵制”（减速）另

一侧的宏观流动，从而形成粘滞力。 

我们举2个例子对比更容易看出分子随机运动造成的法向动量变化（压强）和切向动量变化

（粘滞）的区别与联系： 

v = 0 ̂e ⋅ v = 0 3 ( ̂e ⋅ v)2 = v2 ∀ ̂e
v(x, t) = v(x) t

x v = v(x, t) + Δv = v(x, t)

译者图 2.10：二块平行板相对平移，其间流体流速场  指向  方向而其大小沿着  方向均匀增加。流体各位置
分子速度  以流速场为均值，分子各自“特殊速度”  满足各向同性的Maxwell分布，我们考虑分子运
动从所有可能方向穿过  平面上一小块面积 。给予一个特定的分子速率 ， 在  时间内从任何特定方向飞
来的分子处于一个以  为底，  为母线的柱体内，柱体体积为 ，而所有方向的这些柱体相互交叠

构成一个中心在  半径为  的“大球”（柱体的集合）。“大球”内（每个柱体内）分子数密度是一样的均匀的 
，但每个位置只有特定立体角方向  内的分子才飞向 ，因为方位角  一圈是对称的，所以对每个  
角方向的一圈上，总立体角  中的分子将飞向 ，它们对整球面立体角占比为 。 

从中心  算起，考虑半径  的大球，将球按相同  角切成一个个的锥，每个锥对应立体角 
。考虑具有相同  角的柱体，它们贴着同一个锥形成一圈柱体，从其中飞向  的分子（考虑其相对所

有飞行方向占比后）为 。位于  “上方”  的环比“下
方”  （对另一侧）贡献更多动量，因为“上方”分子速率更大。接下来要积分所有可能的锥方向 ，所有可能的分
子速率（速率变化  对应一个厚度为  的球壳）及其概率权重 （即Maxwell分布中分子速率

为  的概率密度），以及每个距离  出发的分子能飞到  的概率权重  及其动量贡献 
，写下这三个积分最终得到分子运动穿过  在  时间内输运的  方向的净动量：

v1(x3) ̂e1 x1 x3
v = v1(x3) ̂e1 + Δv Δv

x3 = 0 d A |Δv | dt
d A Δv dt |Δv |cos θ d A dt

d A r = |Δv | dt
n dΩ = sin θ dθ dφ d A φ θ

dΩ = 2π sin θ dθ d A dΩ /4π = sin θ dθ /2
d A r = |Δv | dt θ

dΩ = 2π sin θ dθ θ d A
n |Δv |cos θ d A dt dΩ /4π = n |Δv | d A dt cos θ sin θ dθ /2 d A θ > π /2

θ < π /2 θ
d |Δv | dr = d |Δv | dt p( |Δv | )

|Δv | r d A P(r)
mv1(x3) ̂e1 = mv1(−r cos θ ) ̂e1 d A dt ̂e1

(mn d A dt /2) ∫ p( |Δv | ) |Δv |d |Δv | ∫ cos θ sin θ dθ ∫ v1(−r cos θ ) P(r) dr
≈ − (mn d A dt /2) |Δv | (∂v1/∂x3) ∫ cos2 θ sin θ dθ ∫ r P(r) dr



• 先谈压强：假想一个在重力场  中稳定平衡的气体系统。其温度  各处都一样（热平

衡），意味着各处分子速度分布都是一样的Maxwell分布。而其分子空间分布则并非到

处都一样的均匀分布，局部分子数密度  沿着  方向增大（Maxwell-Boltzmann分

布）， ；因为密度不均匀，尽管各处温度  都一样，各方向飞来

的分子平均速度（以及携带来的平均动量）并无区别，但不同方向飞来的分子数量  

不同，密度高的一侧会转移更多动量给另一侧，单位面积单位时间转移率正比于密度梯

度 。同时重力场  又在给分子加速，向密度高的一侧转移动量，单位面积单位时间

转移率正比于 ，这二个效应最终宏观平衡 ，得到的就是Maxwell-Boltzmann

分布。所谓压强 ，也就是（单位面积单位时间的）动量转移率，其梯度  一定正

比于密度梯度 ，二者变化方式完全一致 ，在每个位置  完全

符合“局部的”理想气体定律。 

• 再说粘滞：假想一个稳恒流速场 ，没有外力场，流体温度  也是各处都一样（热平

衡），但此时这意味着每个位置的  处的分子速度分布是期望值（均值）从零偏移到 

 的Maxwell分布，换句话说分子速度作为随机变量可以写作“中心值+特殊值” 

，而  满足均值为零的Maxwell分布。为了容易想象，我们不妨假设在流体

一块区域内，流速场  本身固定指向  方向，而且沿着该方向（不妨称为

“前方”）减小 ， ；  是另一个独立方向，  在该方

向（不妨称为“上方”）增大 ， 。沿着  方向看，速度平均

值  较大的分子向  方向飞会将更多同方向动量带到“前方”  处，反向

的动量转移则较小（因为“前方”分子  较小），这会造成沿着  方向的力，更确

切地说伴随着指向  方向的速度梯度  产生与之成正比的粘滞力/摩擦力。类

似地，  方向上，速度平均值  较大的分子向  方向飞会将更多  方向动量

带到 “下方”  处，反向的动量转移则较小（因为“下方”分子  较小），这也会造

成沿着  方向的力，随着  方向的速度梯度  产生与之成正比的粘滞力/摩擦

力。 

3. 压强与粘滞都看作分子携带动量远程飞来穿过分界面传输动量，至少还有一个差别在于分

子中途是否发生碰撞。在第一章考虑气体压强的模型时，我们不曾考虑分子以速度  飞到

小平面  过程中是否发生碰撞而速度变化。因为事实上在宏观时间段  内，

体积  内速度为  的分子发生大量碰撞（这些都是我们预期  内会撞到小平面转

移动量的分子），但碰撞不改变热平衡，既不改变分子速度分布也不改变分子数密度分

布。也就是说，每时每刻在体积  内速度为  的分子总是固定的，碰撞只是使分子

们“变换身份”（究竟是哪些编号的分子在  位置而具有速度 ），而统计平均效果不变（如

同接力赛，就算一批分子向小平面飞行途中发生碰撞了，也总还是有同样数目的“接棒”分

子具有相同的动量飞向小平面，一批批碰撞“接力”平均而言并不影响动量持续传递，最终

穿过小平面转移的动量不依赖于具体是哪些编号的分子完成的）。但粘滞的模型则不同，

g T

n(x) g
n(x) ∝ exp (mg ⋅ x /kT ) T

n(x)

∇n g
g n ∇n ∝ g n

p(x) ∇p
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v(x + Δx ̂eb) > v(x) ∀ Δx > 0 ̂ea

v = v(x) ̂ea x + Δx ̂ea

v = v(x) ̂ea

− ̂ea ̂ea ⋅ ∇v(x)
̂eb v = v(x) − ̂eb ̂ea

x − Δx ̂eb v
̂ea ̂eb ̂eb ⋅ ∇v(x)

v
ΔA = n̂ |ΔA | Δt

v ⋅ ΔAΔt v Δt
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因为同样是考虑在时间段  内分子以速度  飞到小平面  ，分子传输转移的

不是其完整动量 ，而是其中心值部分 ；换句话说，流体中不同位

置的分子速度分布是不一样的，相差在了平均值 ，不同位置飞来的分子其特殊动

量部分  相互抵消掉了  （不影响热平衡），平均而言没抵消掉的是来自各地

速度场的贡献 （值得区分理解的是，造成分子脱离局部的“队伍”而“串门”的原

因根本上是因为有微观的随机运动，是因为各个分子所携带的与局部“队伍“无法整齐划一

的特殊速度 ；但是分子为新”队伍”所贡献的力/交换的动量却是因为其从原属“队伍”带

来的平均值  与新“队伍”不同）。这样一来，一旦分子从流速场  位置携带动量 

 飞向小平面途中发生碰撞，就无法保证平均而言还能保留原先的出发

位置的那部分贡献 。最简单的模型是，只要分子发生一次碰撞，其原本携带的动量

信息都完全丧失了（与碰撞发生当地分子分布融为一体）。于是分子能从多远有效传递“当

地”动量  到小平面就必须予以考虑，自然就涉及了平均自由程的概念：直观地想，分

子能走多远距离  而不发生碰撞的概率一定随着  增大而减小（如果  代表第一次碰撞

发生距离不小于  的概率，那么第一次碰撞发生在  到  的概率为 ，  为

“累积分布函数”，而后文我们会更多使用其概率密度 ），只有处于小平面一定

距离尺度内的分子才能有效地“万水千山送动量”。 

现在开启粘度微观模型详尽一些的推导，参见译者图2.11。考虑处在  位置的小平面 

，我们将计算  时间内，从所有可能的位置  携带“当地动量 ”飞过  的分

子造成的动量转移贡献。假设分子空间分布/数密度  是均匀的，分子速度分布  

则依赖于位置， ，其中  为同一温度下各向同性的Maxwell分布

（2.4.1），  为流速场，也即每个位置  处的分子的平均速度。有了空间与速度分布还不

够，还需要分子从  位置出发（不妨理解为从上一次碰撞处出发）向  方向走完距离  才发生

第一次碰撞的概率分布密度 ；也就是走完  之前不发生碰撞，而从  到  之间发

生第一次碰撞的概率是 。如果至少微观上看，流体足够均匀各向同性，那么分子从

任何位置向任何方向走遇到的“随机障碍”并无区别。于是我们假设这个概率密度  其实

不依赖于起点 ，也不依赖于分子运动方向 ，于是该分布函数简化成 。 

我们来考虑从  位置出发飞向  位置（小平面所在地）的一个分子，暂时完全不考虑分子飞

向小平面过程中发生碰撞的情况。先关注分子的速度方向与大小：只有具备特定速度方向 

 的分子才能从  飞到 ，我们将这个方向标记为为 ，简记 

；于是， 。因为速度分布  是各向同性的，所以这些特定运动方

向的分子（在所有可能的运动方向中）所占的比例为 ，其中  是围绕  方向的微分

立体角。在  时间内，只有速度足够大的分子才能飞到小平面，同样在立体角  之内，必

须  ；也可以反过来说，从小平面  看来，  内飞过小平面的速度为  

的分子都在  这个柱体之内，这个表达方式在第一章计算压强
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时用过，但此处需要注意，柱体中的特殊速度同样为  的分子飞过小平面所携带的动量 

 并不一样，因为他们出发点的局部速度  完全可以不同。另外请注意   有正负，

我们不妨暂时认为其为正（相当于分子从小平面下方，即  一侧飞来），待会儿会详细说

明。我们需要把这个柱体沿着垂直于法向量  方向（即平行于小平面方向）切片分层，每一个

薄层体积  内分子携带的出发点动量都是一样的 

。从  附近薄层出发，以特殊速度  在时间 （距离小

平面  不超过柱体范围）内穿过小平面的分子数为 ，其中  具

体而言是围绕  方向微分立体角  之内，速率  到 之间的速度范围 

。上述每分子携带出发点动量都是 ，于是这个“特定（薄层）位置

与（特殊）速度”对应的相空间小范围  飞出来的分子对小平面  的动量转移

贡献为 。由此得到一个柱体（固定 

 大小方向所形成的柱体内所有薄层）对动量转移的总贡献为 
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dV d3Δv ΔA = n̂ΔA
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mnΔA fM(Δv) |Δv |2 d |Δv | n̂ ⋅ ̂er d ̂er ∫
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译者图 2.11：不发生碰撞的情况下，柱体体积  内特殊速度为  都将在  内穿过 。沿母线 
 平行于  将柱体切片分层，每个层片体积  内特殊速度同样是  的分子穿过  贡献相同

的局部动量 。我们需要对同一  所有可能的层，然后所有可能的 （一切可能的大小  
和方向  ）积分。而且最终要考虑到，从相距  每个距离  为起点，只有出发后第一次发生碰撞的距离大
于  的分子才能成功输运动量。这个碰撞发生距离大于  的概率相当于一个依赖距离的”打折”因子 。

Δv ⋅ ΔAΔt Δv Δt ΔA
ΔvΔt ΔA ̂er ⋅ ΔAdr Δv ΔA

mv(x0 − r ̂er) Δv Δv |Δv |
̂er ΔA r

r r p(r)



接下来对一个固定方向 ，考虑所有可能的（特殊）速度大小。也就是以小面积  

为底面，速率  一直增大下去形成的无限长柱体中相同速度方向的所有分子对动量转移的

贡献，注意  是各向同性的： 

 

最后我们需要考虑所有可能的速度方向 ，也就是从小平面  四面八方所有“无穷长

柱体”中飞来的全部分子转移的总动量 

		 （2.5.aq） 

其中  为单位球面，上述表达式已经自动解决了前文谈到的  正负号问题：  对

应分子从  一侧向  一侧穿过小平面，如果该分子携带动量 ，则  一侧增加动量 

；携带同样动量的分子如果反过来从  一侧飞向  一侧，则  一侧减少动量 ，正

好对应 ；也就是说  自动包含了我们需要的动量转移正负号。 

尚余一件事没考虑，（2.5.aq）给出的动量转移对应的是无碰撞理想情况，与我们想要的粘性

模型还缺最后一个要素：并非所有从各地出发的分子都能成功投递动量，中途碰撞使得一定比

例的分子半途而废，不同距离  飞来的分子能到达小平面的概率不同，相当于最终携带来的动

量打了不同的折扣，越是远道而来的动量贡献越所剩无几。我们假设了发生碰撞的概率各向同

性的情况下，从与小平面相距  出发的分子能够在跨越  之前不发生碰撞的概率，也就是其发

生第一次碰撞的距离大于  的全部累积概率 

	 	 	 	 	 	 （2.5.ar） 

（2.5.aq）最后一个积分中需要包含这个因子，每个  到  薄层（相当于一开始将柱体切

成薄层时就考虑到每个薄层只有（2.5.ar）这个比例的分子能成功到达小平面）包含（2.5.ar）

之后（2.5.aq）就给出面积  上时间  内的动量转移 

	 （2.5.as） 

（2.5.as）最右侧的一个积分不容易处理，我们需要做些估计和近似。关键是明确“宏观变

量”——流体/气体局部能看做连续体尺度的变量，和“微观变量”——流体/气体局部看作分子的

巨大群体，分子运动尺度的变量。相对于后者，典型情况是前者远比后者距离大，时间长，变

化慢：在我们的表达式中， ， ，  都是连续体尺度的变量，即使 ，  趋于零，一个

“宏观上/测量上”很小的面积也能容纳大量分子和平均自由程，很短的时间也来得及发生大量
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碰撞； ，  都是分子运动尺度的变量，  微观上可以仅指过渡到宏观尺度。针对最后二

个积分，我们作如下处理：  看作一个宏观尺度的距离/长度，碰撞发生在  距离之外的

概率  随着距离  增大急剧衰减（后文会看到，以平均自由程为距离单位  指数衰减），

 几乎只在很小范围内（积分起点附近平均自由程量级）非零，于是 

 

这样（2.5.as）最后一重积分就变成 

 

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	   （2.5.at） 

其中我们又用近似，在  非零的有效范围内，  可以忽略，因为前者只是平均自

由程量级，而后者是宏观尺度；而最后的积分表达式中，同样  的微小非零范围保证了 

 的宏观尺寸可以被看作/推至无穷大。 

在 （2.5.at）的近似下，净动量转移量（2.5.as）写作 

	 （2.5.au） 

近似之后（2.5.au）等式右侧最后一个积分表示的意思非常清晰，到小平面每个距离  处  层

飞出的分子，每单位薄层厚度只有  比例的分子成功抵达小平面；或者等价地说，每分子

投递的局部动量/速度（携带了 ）总要按比例折算为还剩 。从（2.5.au）就得到单位

面积单位时间的动量转移，即粘滞力密度 

	 （2.5.av） 

我们已经越来越接近粘度模型，前面已提到 （2.5.av）中宏观流速  作为  的函数空

间变化非常平缓，因为能有效提供动量转移的尺度  仅限于小平面附近分子平均自由程量级，

于是我们仿照作者原文的方法，将  在小平面位置  附近展开： 

	 	 	 	 （2.5.aw） 
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（2.5.aw）第一项是个常量，对（2.5.av）积分没有贡献，因为将其代入（2.5.av）后等式右侧

三个积分彼此独立，而第一个对所有立体角的积分等于零。因此主导项就是（2.5.aw）第二项

的贡献 

 

	    	 （2.5.ax） 

（2.5.ax）已经几乎具备了Navier–Stokes方程中粘滞力的样子，括号中的三个积分彼此独立：

其中第三个  正是平均自由程的定义；第二个（记 ）拼凑一下 

 

	 	 	 	    

正好相当于分子（特殊速度  的）平均速率；而最精彩的第一个积分由于其形式的空间旋转

对称性，一定是个对三维空间任何方向都等价的张量，只能正比于单位矩阵 ，即 

 

凑齐上述三项代入（2.5.ax），我们就推导出分子运动论下的简化版粘滞力模型 

 （2.5.ay） 

（2.5.ay）与预期的形式  对比，就得到粘度如何依赖于分子运动的微观参数，即原

文方程（2.5.19） 。（2.5.ay）所得的粘滞力 

	 	 	 	 	 	 （2.5.az） 

与第一章1.1节得到的压强  相比较（已经改写成相互一致的符号），二者微观模

型的结果粗看起来也是如出一辙（我们特意在（2.5.az）中将  乘积写在一起，呼应作者前

文构造Navier-Stokes方程时所说“一个微观特征的长度量与单一梯度相乘”）。后文即将看到，

二者表面的相似可能具有迷惑性：其他因素不变时，压强正比于分子数密度，但粘滞在很大范

围内与密度无关，因为平均自由程  并不独立于分子数密度 ，二者效果正好抵消。 
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最后我们再啰嗦几句“时间  内面积  上动量转移量”关键方程（2.5.as）的建立过程。上一

章讨论气体压强时，曾经出现过近乎相同的“时间  内面积  上（特殊）动量法相分量转移

量”方程（1.1.a）；下一章讨论黑体辐射的时候，需要考虑十分类似的“时间  内面积  上辐

射能量转移量（或者称照射量、流量）”；这二者都比（2.5.as）容易。作者正文中写下的相当

于方程（2.5.as）的导出过程，使用了立体角来表达向特定方向运动的分子占比，我们稍微总

结一下作者的写法（会得到完全一样的方程（2.5.as）），很方便后文遇到类似情况迅速熟悉

和辨认大同小异的结论。坐标建立与上文一致，  坐落在  位置，要考虑从任意位

置  飞到  穿过  的分子带来多少动量。需要凑齐如下要素： 

•  位置附近  体积内有  数量的分子，其中  为微分立体角。 

•  位置每个分子携带局部“当地”动量 。 

• 特殊速度在  附近的分子占比（概率）为 ，其中 

 为各向同性的Maxwell分布，只依赖于特殊速度大小 ，  为特殊速度方向的微分立

体角（ ），此二者都有积分范围限制如下。 

• 并非所有  附近的分子都能在  内飞到 ，对分子特殊速度大小和方向都有限制条件：速

率要够大，  内来得及覆盖二点间距 ；方向要从  指向  面内的点（包含  

在内），换句话说特殊速度方向  与  必须几乎相同，可以围绕后者有个小立体角范围，

取决于  对  张成的立体角大小 。每固定一个 ，  须要落在立体角  

之内。由于  其实也是趋于零的（完全可以写 ，对应 ），  与  在对  的积分中

几乎不变，我们只需要替换  为  就完成了积分  。 

• 还有额外的一个重要限制：分子自由程必须不小于  与  间距 ，分子自由程达到或超过  

的占比（概率）为 。 

同时满足上述所有要素，  位置附近分子总共“储备了”  这么多  当地局

部动量，特殊速度大小方向都合适还“运气好”不半途而废能飞得到  的分子占比（概率）为  

，于是  附近分子成功投递到  的动量为上述二者

乘积。再穷尽（积分）所有可能的出发点 （具体而言是穷尽距离  与方向 ），就得到  

接收到的全部动量净转移： 
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也就是（2.5.as）。下一章讨论黑体辐射会再次用到上述思路。 

S T O K E S 定 律 *  

前文谈到粘度测量所涉及的Stokes定律  并非作者着重笔墨之处，本章从分子运动论

/统计力学的主旨更关心粘滞性的微观模型。鉴于Stokes定律是Navier-Stokes方程的一个既漂亮

又相对简单的结果，我们增添这一节给出其推导过程，很有助于熟悉流体的动量守恒方程是怎

样运作的。 

在这个原文称其为“经典的”（classical）计算中（参见译者图2.12），Stokes考虑半径为  的刚

性球在粘度为  的无穷大不可压缩流体中以速度  匀速运动，这个参照系的流速场不太方便

处理：虽然流速在无穷远处为零，但球体在流体中移动位置，会导致流体速度场随时间变化。

其实对于穷大的流体而言，球体在此处亦或在彼处完全一样，我们换个参照系能充分利用这种

对称性。换到以球体为静止的参照系，无穷远处流体会以速度  运动（边界条件），但整个

流速场不再随时间变化。在这个参照系中假设一切已经处于稳恒状态，各种量如压强  和

流速场  都不依赖于时间，假定流体粘度  也是均匀的常数，则Navier-Stokes方程的粘滞

场  完全由流速场  给出。我们将球心置于原点，

以无穷远处流速  为  轴正方向，流体和球整个系统具有围绕  轴的对称性（azimuthal 

symmetry），如果建立球坐标 ，则各种向量都没有非零的   分量，各种量也不依赖于

方位角 ，即全部 ；也就是说，我们需要求解的场剩下：压强 ，流速 

。现在我们写下质量守恒方程和动量守恒的Navier-Stokes方程 

，	  

根据我们的稳恒假设，所有时间导数都等于零 ，密度  是常数，于是质量守恒变为

简单的连续性方程 ，同时Navier-Stokes方程简化成 

 

注意到 ，只剩下了所谓“惯性力”项，或称“对流

加速”项；粘滞力项也被简化 ， ，方程整理成 
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这个方程还是非线性的，Stokes进一步做了加强假设：  与  相比很小，比如限

制流速足够小，乃至于第二项“惯性项”较之第三项“粘滞项”可忽略不计。如此一来，我们面对

的就是如下一对方程： 

质量守恒/连续性：	 	 	 	 	 	 	 	 （2.5.ba） 

动量守恒/Navier-Stokes：	 	 	 	 	 （2.5.bb） 

直接将标量场 ，向量场  二个未知场（ ， ，  三个未知

函数）代入求解会很恐怖，充分利用对称性则事半功倍。借用电磁学中也常用的招式，因为

（2.5.ba）  是无散场，必然可以发明一个向量势（不唯一）  使得 ，就如同电磁

学中磁场 ，于是可以发明矢势  使得 ；这样我们转而求解 ，而同时

（2.5.ba）已经自动满足了。球坐标下的旋度不容易记忆，比较方便的是从Stokes定理（相当于

3个Green定理）出发，拼凑出球坐标下的微分面积元 

 

 

 

从这个表达式很容易辨认出 

|ρv ⋅ ∇v | |η∇2v |

∇ ⋅ v = 0

∇p − η∇2v = 0

p(r, θ) v(r, θ) = vr(r, θ) ̂er + vθ(r, θ) ̂eθ p vr vθ

v ⃗ψ v = ∇ × ⃗ψ
∇ ⋅ B = 0 A B = ∇ × A ⃗ψ

∮ ⃗ψ ⋅ dx = ∮ ψr dr + ψθ rdθ + ψφ r sin θdφ

= ∭ (
∂(ψφ r sin θ)

∂θ
−

∂(ψθ r)
∂φ ) dθdφ + ( ∂ψr

∂φ
−

∂(ψφ r sin θ)
∂r ) dφdr + ( ∂(ψθ r)

∂r
−

∂ψr

∂θ ) drdθ

= ∭
1

r sin θ (
∂(ψφ sin θ)

∂θ
−

∂ψθ

∂φ ) r2 sin θdθdφ +
1
r ( 1

sin θ
∂ψr

∂φ
−

∂(r ψφ)
∂r ) r sin θdrdφ +

1
r ( ∂(r ψθ)

∂r
−

∂ψr

∂θ ) rdrdθ

译者图 2.12：半径为  的刚性球体以速度  在均匀不可压缩流体中运动，稳恒态下流体无穷远处流
速 ；换到球体静止的参照系，流体在无穷远处的流速 ，在球面  上流速 

；球坐标下无穷远处边界条件 ，

a −v0 = − v0 ̂ez
v(r → ∞) = 0 v(r → ∞) = v0 r = a

v(r = a) = 0 vr(r → ∞) = ̂er ⋅ v0 = v0 cos θ vθ(r → ∞) = ̂eθ ⋅ v0 = − v0 sin θ



	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	      

（2.5.bc） 

接下来的关键是再次意识到问题的对称性，  不是方位角  的函数，所有 ；而

且，  根本没有  分量，所以 

	 	 	 	 	 	 （2.5.bd） 

		 （2.5.be） 

对称性极大简化了计算，从（2.5.be）我们立刻意识到，根本不需要  和  分量，因为无论这

二个分量是多少，都不影响不改变流速场 ，而后者才是我们关心的“物理的”内容，  更多是

个辅助物；取  也自动满足了（2.5.bd）。换句话说，选取  一个纯粹绕着 

-轴转圈的向量势场足够了。用  替换  之后，方程（2.5.bb）成为 ，其

中依然同时有2个未知场，我们希望获得单个场的方程，将（2.5.bb）二侧再取旋度，  的梯度

无旋 ，因而方程只剩下 ： 

 

现在我们需要球坐标系下散度  与拉普拉斯算符（Laplacian）作用于向量场  的表达

式，先从Gauss定理看散度（也是拼凑出微分体积元，方便记忆）： 

 

 

 

于其中辨认出散度 

	 	 （2.5.bf） 

对于我们选择的向量势  不仅只有  分量而且还不依赖于 ，于是 ，

向量势无散。因此向量势满足的方程简化成“双重”拉普拉斯方程： 

∇ × ⃗ψ =
1

r sin θ (
∂(ψφ sin θ)

∂θ
−

∂ψθ

∂φ ) ̂er +
1
r ( 1

sin θ
∂ψr

∂φ
−

∂(r ψφ)
∂r ) ̂eθ +

1
r ( ∂(r ψθ)

∂r
−

∂ψr

∂θ ) ̂eφ

⃗ψ (r, θ) φ ∂φ(⋯) = 0
v = ∇ × ⃗ψ ̂eφ

∂
∂r (r ψθ) −

∂
∂θ

ψr = 0

v = vr ̂er + vθ ̂eθ = ∇ × ⃗ψ =
1

r sin θ
∂
∂θ (ψφ sin θ) ̂er −

1
r

∂
∂r (r ψφ) ̂eθ

ψr ψθ

v ⃗ψ
ψr = ψθ = 0 ⃗ψ = ψφ ̂eφ z

⃗ψ v ∇p − η∇2 ∇ × ⃗ψ = 0
p

∇ × ∇p = 0 ⃗ψ

−∇2(∇ × (∇ × ⃗ψ )) = ∇2(∇2 ⃗ψ − ∇(∇ ⋅ ⃗ψ )) = 0

∇ ⋅ ⃗ψ ∇2 ⃗ψ

∯ ⃗ψ ⋅ dA = ∯ ψr r2 sin θdθdφ + ψθ r sin θdrdφ + ψφ rdrdθ

= ∭ ( ∂
∂r (ψr r2 sin θ) +

∂
∂θ (ψθ r sin θ) +

∂
∂φ (ψφ r)) drdθdφ

= ∭ ( 1
r2

∂
∂r (r2 ψr) +

1
r sin θ

∂
∂θ (ψθ sin θ) +

1
r sin θ

∂
∂φ

ψφ) r2 sin θ drdθdφ

∇ ⋅ ⃗ψ =
1
r2

∂
∂r (r2 ψr) +

1
r sin θ

∂
∂θ (ψθ sin θ) +

1
r sin θ

∂
∂φ

ψφ

⃗ψ = ψφ(r, θ) ̂eφ ψφ φ ∇ ⋅ ⃗ψ = 0



	 	 	 	 	 	 	 （2.5.bg） 

我们要着手求解（2.5.bg），先要写出对于向量场的拉普拉斯算符  在球坐标下的形式。幸

好  且  形式还算简单，我们可以硬算  计算二

次旋度。第一次旋度已经完成过了（2.5.be），我们要将（2.5.be）新得到的旋度分量带入

（2.5.bc）对应位置计算第二次旋度。为了接下来计算表达得更简洁，定义斯托克斯流函数

（Stokes stream function） ，显然（2.5.be）可以写成  84

	 	 	 （2.5.bh） 

对（2.5.bh）计算第二次旋度，注意到整个场没有  分量且不依赖于 ，我们有 

 

	 	   	 	 	 	 （2.5.bi） 

冗长的计算远未结束，尚有二重旋度要计算。将  代入（2.5.bc）对应位置计算第三次旋度 

	 （2.5.bj） 

然后就是最后一次（第四次）旋度，注意到  只有  分量且不依赖于 ，根据（2.5.bf）

自动就有 ，于是 

 

将（2.5.bj）代入上式等号最右侧，得到（2.5.bg）其实只有一个  分量 

	 （2.5.bk） 

面对这样的方程硬算下去希望渺茫，是时候动用边界条件了。在球体表面  上，流动停

滞，流速场为零 ， ，因此（2.5.bh）要求： 

,	 	 ,	 	  

∇2 ∇2 ⃗ψ = 0

∇2 ⃗ψ
∇ ⋅ ⃗ψ = 0 ⃗ψ = ψφ(r, θ) ̂eφ ∇2 ⃗ψ = − ∇ × (∇ × ⃗ψ )

Ψ = r ψφ sin θ

v = vr ̂er + vθ ̂eθ =
1

r2 sin θ
∂ Ψ
∂θ

̂er −
1

r sin θ
∂ Ψ
∂r

̂eθ

̂eφ φ

∇2 ⃗ψ = − ∇ × (∇ × ⃗ψ ) = − ∇ × v =
1
r ( ∂vr

∂θ
−

∂(rvθ)
∂r ) ̂eφ

=
1
r ( ∂

∂θ ( 1
r2 sin θ

∂ Ψ
∂θ ) +

∂
∂r ( 1

sin θ
∂ Ψ
∂r )) ̂eφ

∇2 ⃗ψ

∇2v = ∇ × ∇2 ⃗ψ =
1

r sin θ
∂
∂θ ((∇2 ⃗ψ )φ sin θ) ̂er −

1
r

∂
∂r (r(∇2 ⃗ψ )φ) ̂eθ

∇2 ⃗ψ ̂eφ φ
∇ ⋅ ∇2 ⃗ψ = 0

−∇ × (∇ × ∇2 ⃗ψ ) = ∇2 ∇2 ⃗ψ − ∇(∇ ⋅ ∇2 ⃗ψ ) = ∇2 ∇2 ⃗ψ =
1
r ( ∂

∂θ (∇ × ∇2 ⃗ψ )r
−

∂
∂r

r (∇ × ∇2 ⃗ψ )θ) ̂eφ

̂eφ

∇2 ∇2 ⃗ψ =
1
r ( ∂

∂θ ( 1
r sin θ

∂
∂θ

(∇2 ⃗ψ )φ sin θ) +
∂
∂r ( ∂

∂r
r(∇2 ⃗ψ )φ)) ̂eφ = 0

r = a
v(a, θ) = 0 ∀ θ

∂ Ψ
∂θ

r=a

= 0
∂ Ψ
∂r

r=a

= 0 ∀ θ

 译者注：至少对我们当前求解流速场的计算，Stokes流函数这个技巧并非不可或缺，直接用向量势  继84

续计算下去方便程度也相差无几。
⃗ψ



在无穷远处 ，无论任何角度方向，流速为常数 ， ，因此

（2.5.bh）要求 

,		 ，	 	  

我们立刻可以解出  时， ，这个角度依赖方式建议尝试代入 (ansatz)

 试解（2.5.bk），首先计算（2.5.bi）中的  

	 	 	 	 	 	 （2.5.bl） 

简记 ，再将（2.5.bl）代入（2.5.bk）计算  

	 	 	 	 （2.5.bm） 

（2.5.bm）要求 ，这种方程典型解法是寻找幂次 ，代入得到

，得出 ，这样就得到  须满足 

，	 即  

对齐次方程  还是如法炮制寻找 ，代入得到 ， ；

还需要非齐次方程的一个特解如 ，最终构成通解 

 

系数尚未确定，不必拘泥于符号，我们解得Stokes流函数  形式为 

 

 的边界条件要求 ， ；  处的边界条件要求 

，	  

从中得到 ， ，最终得到Stokes流函数完整解 

r → ∞ v(∞, θ) = v0 = v0 ̂ez ∀ θ

1
r2 sin θ

∂ Ψ
∂θ

r→∞

= ̂er ⋅ v0 = v0 cos θ −
1

r sin θ
∂ Ψ
∂r

r→∞

= ̂eθ ⋅ v0 = − v0 sin θ ∀ θ

r → ∞ Ψ ∼
1
2

v0 r2 sin2 θ

Ψ = v0 f (r) sin2 θ (∇2 ⃗ψ )φ

(∇2 ⃗ψ )φ = v0 ( f′￼′￼
r

−
2f
r3 ) sin θ

f′￼′￼/r − 2f /r3 = g (∇2 ∇2 ⃗ψ )φ

(∇2 ∇2 ⃗ψ )φ
= v0 (g′￼′￼+

2g′￼
r

−
2g
r2 ) sin θ = 0

r2g′￼′￼+ 2rg′￼− 2g = 0 g = rλ

λ(λ − 1) + 2λ − 2 = 0 λ = 1, − 2 f

f′￼′￼
r

−
2f
r3

= Ar +
B
r2

r2f′￼′￼− 2f = Ar4 + Br

r2f′￼′￼− 2f = 0 f = rλ λ(λ − 1) − 2 = 0 λ = 2, − 1
f = (A /10) r4 − (B/2) r

f =
1
10

Ar4 −
B
2

r + Cr2 +
D
r

Ψ

Ψ(r, θ) = v0 (Ar4 + Br2 + Cr +
D
r ) sin2 θ

r → ∞ A = 0 B = 1/2 r = a

1
2

a2 + Ca +
D
a

= 0 a + C −
D
a2

= 0

C = − 3a /4 D = a3/4



	 	 	 	 （2.5.bn） 

进而由（2.5.bh）得到流速场 

	 （2.5.bo） 

千呼万唤，终于轮到压强和粘滞 ，由（2.5.bc）

或者（2.5.bl），将Stokes流函数（2.5.bn）或者流速场（2.5.bo）代入得到 

 

再将其代入（2.5.bj）就得到 

 

我们回顾一下球坐标下的梯度，对一个标量函数  有 

 

我们的情况不含 ，对照得到 

，		  

直接积分 ，需要边界条件 ，  确定常数，得到 

	 	 	 （2.5.bp） 

我们可以看到对球体表面而言，下半球（流体流过来的一侧）压强较大，上半球（流体流走的

一侧）压强较小，整个球面上的压力  沿  方向，是流体施加给球体的全部阻力的一部分： 

 

几何对称性保证了  只有  分量，于是 

	  

Ψ(r, θ) = v0 ( 1
2

r2 −
3a
4

r +
a3

4
1
r ) sin2 θ

v = v0 (1 −
3a
2

1
r

+
a3

2
1
r3 ) cos θ ̂er − v0 (1 −

3a
4

1
r

−
a3

4
1
r3 ) sin θ ̂eθ

∇p = η∇2v = − η∇ × ∇ × ∇ × ⃗ψ = η∇ × ∇2 ⃗ψ

∇2 ⃗ψ = v0
3a
2

1
r2

sin θ ̂eφ

∇p = η∇2v = η∇ × ∇2 ⃗ψ = ηv0
3a
2

1
r3 (2 cos θ ̂er + sin θ ̂eθ)

p(x) = p(r, θ, φ)

∇p =
∂p
∂r

̂er +
1
r

∂p
∂θ

̂eθ +
1

r sin θ
∂p
∂φ

̂eφ

φ

∂p
∂r

= ηv0
3a
2

1
r3

⋅ 2 cos θ
1
r

∂p
∂θ

= ηv0
3a
2

1
r3

sin θ

p = − ηv0 (3a /2r2) cos θ + const . r → ∞ p → p∞

p = p∞ − ηv0
3a
2

1
r2

cos θ = p∞ − ηv0
3a
2

1
r2

̂ez ⋅ ̂er

Fp ̂ez

Fp = − ∯r=a
p dA = ηv0

3a
2

1
a2 ∯r=a

̂ez ⋅ ̂er ̂er |dA |

Fp ̂ez

Fp = ̂ez ηv0
3a
2

1
a2 ∯r=a

( ̂ez ⋅ ̂er)2 |dA | = ̂ez ηv0
3a
2

1
a2

⋅ 2πa2 ∫
π

0
cos2 θ sin θdθ = 2π ηav0 ̂ez



	 	 	 （2.5.bq） 

粘滞力贡献的阻力部分比较难算，我们采用不同方法互相比较，直接写下球面粘滞力总和 

 

由于 ，而且几何对称性保证了  只有  分量，于是 

 

	 	  

分别计算被积分函数的二项，用到（2.5.bo），并取  处的值为： 

 

 

	       

现在可以计算积分 

 

	 	 	   	   （2.5.br） 

来自压强的阻力（2.5.bq）与来自粘滞的阻力（2.5.br）合并起来，我们最终推导出了半径为  

的球体在不可压缩的均匀流体中以  匀速运动时所受流体阻力的Stokes定律  

 

最后说明一下计算粘滞力的不同方法，如果我们死板一点，直接计算  

Fη = η ∯r=a (∇v + (∇v)T −
2
3

∇ ⋅ v 𝕀) ⋅ dA

∇ ⋅ v = 0 Fη ̂ez

Fη = ̂ez η ∯r=a
̂ez ⋅ (∇v + (∇v)T) ⋅ ̂er |dA | = ̂ez η ∯r=a

( ̂ez ⋅ ∇v ⋅ ̂er + ̂er ⋅ ∇v ⋅ ̂ez) |dA |

= ̂ez η ∯r=a ( ∂
∂z

vr +
∂
∂r

vz) |dA |

r = a

∂vr

∂z
r=a

= v0 ( 1
cos θ

∂
∂r

−
1

r sin θ
∂
∂θ ) (1 −

3a
2

1
r

+
a3

2
1
r3 ) cos θ

r=a

= v0 ( 1
r

−
a3

r4 )
r=a

= 0

∂vz

∂r
r=a

= v0
∂
∂r ((1 −

3a
2

1
r

+
a3

2
1
r3 ) cos θ ̂er ⋅ ̂ez − (1 −

3a
4

1
r

−
a3

4
1
r3 ) sin θ ̂eθ ⋅ ̂ez)

r=a

= v0 ( 3a
2

1
r2

−
3a3

2
1
r4 ) cos2 θ + v0 ( 3a

4
1
r2

+
3a3

4
1
r4 ) sin2 θ

r=a

= v0
3
2

1
a

sin2 θ

Fη = ̂ez ηv0 ∯r=a

3
2

1
a

sin2 θ |dA | = ̂ez ηv0
3
2

1
a

2πa2 ∫
π

0
sin2 θ sin θdθ

= ̂ez ηv0 ⋅ 3πa ( 1
3

cos3 θ − cos θ)
π

0

= ̂ez ηv0 ⋅ 3πa ⋅
4
3

= 4π ηav0 ̂ez

a
v

Fdrag = Fp + Fη = − 6π ηav

∇v



 

 

， 

这里的“并矢量”符号的意思是 ，而且其中用到了 

， ， ， ， ，  

下一步计算 ，我们已经知道 ，而 ，

对角项就不用计算了，只剩下  和  项，对称化  后这二个分量都正比于 

 

 

 

既然已经不厌其烦计算了 ，我们不妨也直接看看局部粘

滞力 ，其中 ，只需计算球面

上  处的值 

 

	 	 	 	 	   

我们看到球面上局部的粘滞力总是贴着球面“经线”指向“正北”  方向的，“赤道”  附

近最大。显然接下来的积分结果与（2.5.br）完全一样 

 

∇v = ( ̂er
∂
∂r

+ ̂eθ
1
r

∂
∂θ

+ ̂eφ
1

r sin θ
∂

∂φ ) (vr(r, θ) ̂er + vθ(r, θ) ̂eθ)

=
∂vr

∂r
̂er ̂er +

∂vθ

∂r
̂er ̂eθ +

1
r

∂vr

∂θ
̂eθ ̂er +

vr

r
̂eθ ̂eθ +

1
r

∂vθ

∂θ
̂eθ ̂eθ −

vθ

r
̂eθ ̂er +

vr

r
̂eφ ̂eφ +

vθ cos θ
r sin θ

̂eφ ̂eφ

=
∂vr

∂r
̂er ̂er +

∂vθ

∂r
̂er ̂eθ + ( 1

r
∂vr

∂θ
−

vθ

r ) ̂eθ ̂er + ( 1
r

∂vθ

∂θ
+

vr

r ) ̂eθ ̂eθ + ( vr

r
+

vθ cos θ
r sin θ ) ̂eφ ̂eφ

̂ea ̂eb = ̂ea ⊗ ̂eb = ̂ea ̂eT
b

∂
∂r

̂er = 0
∂
∂θ

̂er = ̂eθ
∂

∂φ
̂er = sin θ ̂eφ

∂
∂r

̂eθ = 0
∂
∂θ

̂eθ = − ̂er
∂

∂φ
̂eθ = cos θ ̂eφ

Δ τ = − η (∇v + (∇v)T −
2
3

∇ ⋅ v 𝕀) ∇ ⋅ v = 0 tr (Δ τ ) = 0

̂er ̂eθ ̂eθ ̂er ∇v + (∇v)T

∂vθ

∂r
+

1
r

∂vr

∂θ
−

vθ

r

= − v0
∂
∂r (1 −

3a
4

1
r

−
a3

4
1
r3 ) sin θ + v0

1
r (1 −

3a
2

1
r

+
a3

2
1
r3 ) ∂

∂θ
cos θ + v0

1
r (1 −

3a
4

1
r

−
a3

4
1
r3 ) sin θ

= − v0 ( 3a
4

1
r2

+
3a3

4
1
r4

+
1
r

−
3a
2

1
r2

+
a3

2
1
r4

−
1
r

+
3a
4

1
r2

+
a3

4
1
r4 ) sin θ = − v0

3a3

2
1
r4

sin θ

Δ τ = ηv0 (3a3/2r4) sin θ ( ̂er ̂eθ + ̂eθ ̂er)
d Fη = − Δ τ ⋅ dA dA = ̂er r2 sin θdθdφ + ̂eθ r sin θdrdφ + ̂eφ rdrdθ

r = a

−Δ τ ⋅ dA
r=a

= −ηv0
3a3/2

r4
sin θ (r sin θdrdφ ̂er + r2 sin θdθdφ ̂eθ)

r=a

= − ηv0
3a
2

sin2 θdθdφ ̂eθ

− ̂eθ θ = π /2

Fη = − ∯r=a
Δ τ ⋅ dA = − ηv0

3a
2 ∫ sin2 θ ̂eθ dθdφ = ̂ez ηv0

3a
2

2π∫
π

0
sin3 θ dθ = 4π ηav0 ̂ez



平均自由程  

现在我们需要估算平均自由程 。假设我们做一个粗略的近似：如果一个分子的中心经过另一
个分子中心周围的有效横截面积  以内，那么该分子就会与另一个分子发生碰撞。（例如，如
果分子是半径为  的球体，则当它们的中心在  距离之内相互接近就会碰撞，因此这里

。）一个已经走过了距离  且没有碰撞的分子，它在继续再走完一段距离  之前
发生碰撞的概率是：处在  和  壳层之间的所有分子之总有效面积  与该壳层
的面积  之比，因而为 。于是碰撞发生在距离位于  到  之间的概率是  
乘以它在走完距离  之前未发生碰撞的概率 。为了计算 ，我们注意到  等于

 乘以分子在走到  之前不碰撞的概率  ，因此 ，并且由
于 ，走过距离  而不发生碰撞的概率是 。因此碰撞发生在距离从 
 到  之间的概率为 

 

那么在碰撞之间走过的平均距离就是 

	 	 	 （2.5.20） 

这个关于  的公式通常被用于比硬球体组成的气体更复杂的介质，将  视为某种等效横截面
积。 

在方程（2.5.19）中使用结果（2.5.20）得到粘度的一个估算： 

 

Maxwell-Boltzmann分布（2.4.1）给出了  的平均值为 

 

其中  是气体常数而  是分子量。因此粘度为 

		 	 	 	 	 	 （2.5.21） 

ℓ
σ

a 2a
σ = π (2a)2 r dr

r r + dr 4πr2dr nσ
4πr2 nσ dr r r + dr nσ dr

r p(r) p(r) p(r + dr)
p(r) r + dr 1 − nσ dr p′￼(r) = − p(r) nσ

p(0) = 1 r p(r) = exp(−nσ r)
r r + dr

P(r) dr = nσ dr × p(r) = nσ dr exp(−nσr)

ℓ ≡ ∫
∞

0
r P(r) dr = ∫

∞

0
r nσ dr exp(−nσr) =

1
nσ

ℓ σ

η ≃
m |Δv |

3σ

|Δv |

|Δv | =
kT

2πm
=

RT
2πμ

R = k /m1 μ = m /m1

η ≃
m
3σ

RT
2πμ



定量而言这个结果只正确给出了  的量级，但它有一个重要的定性结论，即粘度与气体密度无
关。这个结果最早由Maxwell发现 。在给Stokes的信中 ，他评论道：“这无疑非常出乎意85 86

料，摩擦力在稀薄气体中与在浓密气体中应该一样大。原因是稀薄气体的平均路径更长，因此
摩擦作用延伸到更远的距离。” 

发觉这个结果令人惊讶的一个原因是它引出了一个问题：一个气体稀薄到几乎就是真空时还能
具有任何粘度吗？正是这一点曾经促使Aristotle在他书《物理学》（Physics）中认为真空是不
可能存在的。他从有摩擦运动的经验观察中作出结论：一给定力传递给物体的速度与阻力成反
比，从而预示了Stokes定律（2.5.17），并且因此他推断在不可能有阻力的真空中所有速度将
是无限的。 

但是，正如我们所见，Navier-Stokes方程和Stokes定律的推导坐落于一个假设之上，即平均自
由程  远小于流体速度变化的距离尺度。对于密度足够低的气体，这不再是一个合理的假设，
从而粘度的概念将失去意义。例如，当航天器或导弹在非常高的海拔重新进入地球大气层时，
彼处平均自由程远大于重新进入的物体尺寸，物体上的阻力  一开始并非与速度成正比——如
Stokes定律对球体所要求的那样——而是 。此处  是空气密度；  是机动物体的
横截面积；  是其速度；  是取决于物体形状的无量纲“阻力系数”。这是所谓Knudsen区
（Knudsen regime）。只有当物体达到较低海拔，平均自由程大大缩小时，阻力才会与速度成正
比，而物体达到终端速度。 

粘性阻力与气体密度无关的事实被视为气体动力学分子理论的一个验证。Maxwell本人检查了
这一结果的正确性：通过在固定温度下测量气体的粘度，将压强与对应密度变化60倍。在如此
大范围的气体密度下所观察到的粘度恒定倾向于肯定气体的分子理论，但其本身并没有揭示关
于分子本质的任何东西。 

针对自由程这个概念，我们再稍微详细讨论其二个特征：一是自由程作为随机变量满足的概率

分布，二是平均自由程  的微观模型。 

1. 从一个分子发生一次碰撞后算起，在其发生下一次碰撞前走过的直线距离（没有外场也没有

碰撞相互作用的情况下分子匀速直线运动）是个随机变量 。如果我们记  为分子走

不超过距离  就发生下一次碰撞的概率（累计概率分布），那么如原文所论证的，分子走达

到（或超过）距离  而不发生碰撞的概率（或者说相继两次碰撞间距不小于  的概率）是 

。随着距离增大不发生碰撞的概率指数衰减，分子很难走

很远还如入无人之境。于是， ，当  时 ，

η

ℓ

F
F = CD ρAv2 ρ A

v CD

ℓ

X ℙ(X ≤ r)
r

r r
p(r) = exp(−r /ℓ) = 1 − ℙ(X ≥ r)

ℙ(X ≤ r) = 1 − p(r) = 1 − exp(−r /ℓ) r → ∞ ℙ → 1

 作者注：J. C. Maxwell, “气体动力学理论的插图（Illustrations of the Dynamical Theory of Gases）”，85

《哲学杂志》19卷，19页；20卷，21页（1860年）（Phil. Mag. 19, 19; 20, 21 (1860)）。

 作者注：引用见Brush的《气体的动理论》（The Kinetic Theory of Gases）第27页，已在参考书目中列出。86



迟早总会发生碰撞。这是一个典型的指数分布（exponential distribution），其概率密度（  

对  的导函数）为 ，即下一次碰撞发生在  的概率为 

。为什么模型会给出一个指数分布呢？我们不妨从模型所预设的前提——尤其是“对

称性”假设来做些解释。 

• 假想分子系统中有一个“幻影分子”，与其他分子形态无异，只是不受到相互作用影响，在

空间中自由穿梭。我们用幻影分子来看一个分子每走一段距离，会发生多少次碰撞。在热

平衡的均匀各向同性的流体中，我们假设了高度的对称性：此处与彼处，此方向与彼方向

并无不同。幻影分子无论从任何位置出发，向任何方向运动，每走过单位距离穿过其他分

子（如果是真实分子就会发生碰撞，幻影分子则穿过）的比率 （即每单位长度穿过多少

分子）都一样。换句话说，给定一个距离 ，幻影分子在这段路程穿过的分子数是个随机

变量 ，其期望值  为确定的 。这里我们也假设了幻影分子穿过下一个分

子与之前已经穿过多少分子无关，遇到每个分子都是独立事件。上述条件对应典型的

Poisson分布，也就是穿过  个分子的概率为 

，	  

如果对幻影分子遇到的分子数为Poisson分布这样一个直接判断感觉不够信服，我们可以不

厌其烦再详加论证。总可以将幻影分子的路程距离  无限细分，比如分割成足够小的  

段，乃至于每小段发生碰撞的期望 （每小段至多发生一次碰撞），一共  

段（  可以远大于路径上平均而言实际出现的分子数）。如文中所述，如果我们假设每次

碰撞都是独立事件，而每小段  上要么发生要么不发生单次碰撞，单次碰撞发生的概率

就是 。那么走过  段上发生的碰撞总数 （ ）是个随机变

量，满足二项分布（binomial distribution）。幻影分子走过 （  段）恰好发生  次（其

中  段上）碰撞的概率为 

 

其中二项系数 。我们关心连续极限的情况 ， ，而

 保持不变。上式稍作代数变形 

 

	      

ℙ
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注意到上述表达式中  是不随  变化的，  时中间一串括号每个极限都是 ；只有

最后一个括号，用到  的定义 ，最后得到 

 

这就证明了在连续极限下，碰撞次数的二项分布趋向于Poisson分布，正是我们想要的。 

• 接下来，我们关心幻影分子走过  距离一个分子都没遇到的情况，即 。

如果我们固定这个条件，将不发生碰撞（一个分子也没遇到）作为要求，转而将幻影分子

走过多少距离  作为随机变量（这个随机变量  就是自由程！），则有 

 

因为走过  尚未发生碰撞的概率也就是在距离  中恰好  （也就是没有分子）的

概率。这个  也就是幻影分子在距离  中没遇到其他分子，长驱直入的“自由程”不

小于  的概率。反过来，自由程超不过  的概率则是 

（也就是  之内至少发生  次碰撞的概率  ）。现在我们已经得

到了自由程  的分布是一个指数分布，其概率密度为 。无论直接积分  

计算其期望值，还是从构造Poisson分布时就注意到  就是碰撞次数期望为  

（次）所对应的距离 ，都可以得到平均自由程 。直观地说，如果  是每走单位长

度穿过多少分子，那么  自然就应该是每穿过一个分子之前走了多少距离。 

2. 原文讨论平均自由程  本身的微观模型，所使用的是一幅静态图景，不妨用“幻影分子”来帮

助想象（参见译者图 2.13）：一个速度  的幻影分子“携带着“其周边一圈有效横截面积  冲

向其他分子，在  时间内走过距离 ，同时扫过一个柱体体积 ，凡在这个柱体

内的其他分子都被碰到了。如果分子数密度为 （平衡态下分子在空间均匀分布），则幻影

分子在  时间内发生的碰撞次数就是 。走过的距离除以碰撞次数，平均每走 

 距离碰撞一次，我们看到这样算出的平均自由程并不依赖于分子的速度；如果幻

影分子代表系统中一个典型的分子，将其速率设置成分子平均速率 ，那么以经历的时间

除以碰撞次数，可以说分子平均每经过  时间碰撞一次，可称之为平均

自由时间（mean free time）。这样的静态模型有些缺陷，比如在这个模型中一旦幻影分子

静止  就永远不会发生碰撞；可现实中因为其他分子也在运动，即使幻影分子原地不

动，其他分子也可以跑到幻影分子所在位置撞击。我们尝试建立一个考虑更周到一些的模

型，这一部分参考了黄克孙（Kerson Huang）的《统计力学》（Statistical Mechanics） 。 87
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τ = ℓ/ |v | = 1/nσ |v |
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 译者注：Kerson Huang, Statistical Mechanics, 2nd ed. John Wiley & Sons. 1987. 87



• 我们先将关注点放在碰撞频率，更确切地说，希望先得到单位时间内单位体积中发生的分

子碰撞数量。考虑宏观上很小的体积 （如前文多处所述，宏观上微分体积元 ，依

然可以被认为是微观上包含大量分子的系统），热平衡均匀密度下包含  个分子，我

们要逐一追踪每个分子，看其在很短的时间  内发生了多少次碰撞。（参见译者图 

2.13）考虑  内一个速度为  的分子，我们看  时间内这个分子“靶子”会被多少其他

分子撞上。固定 ，有多少速度为  的分子会在  内飞到前者“碰撞范围”内呢？分子们

都在运动较难想象，比较方便的办法是以靶子分子为参照系。站在这个静止的靶分子上

看，一个原速度为  的分子相对靶子的速度为 。靶分子向任何方向张开的“碰撞范

ΔV d3x
nΔV

Δt
ΔV v2 Δt

v2 v1 Δt

v1 v1 − v2

译者图 2.13：上行左侧为一个分子周边一圈“碰撞范围”，在我们的简单“硬球”模型中分子向各个方向都张开相同
的效横截面积 ，其他分子带对勾表示被截面覆盖会发生碰撞，带叉号表示在截面之外不会发生碰撞；上行右侧
为  时间段内，幻影分子的有效横截面积  以速度  扫过柱体体积 ，处于其中的其他分子都被碰撞

到。下行左侧为分子系统中一小块体积 ，我们要穷尽  时间内该体积中发生的所有碰撞数量，逐一考虑所
有可能的“碰撞对”；下行中间为  中（任意的）一对发生碰撞的分子  和 ，按其速度可分类为  类分子
（在  中数量为 ）与  类分子（在  中数量为 ）发生的碰撞；下行右侧为

方便思考与计算，取其中一个分子静止的参照系，如分子  静止作为靶子（也可以说成是具有  的  类分子静
止的参照系），而分子 （或  类分子们）以相对速度  飞向具有有效截面积  的靶子。柱体体积 

 内所有  类分子（数量为 ）都会碰撞到靶子，这个数量乘以  中的  
类分子数 ，就得到以速度  “主动”撞击速度  的二类分子总碰撞数。当然也可以换成以  类分
子为静止的靶子，“主动”飞来撞击的  类分子数乘以  类靶子数量，所得结果与之前完全一样（谁是“主动”飞来

谁是“靶子”互换完全对称）：  时间内  体积中以速度分类的  类与  类分子碰撞的总数为 
，可以看到这个表达式不仅 -  互换对称，合理地正比于所考虑的空间

大小，时间长度，分子分布密度等，而且相对速度  的话计数也为零，速度相同就没法碰撞了。

σ
Δt σ v σ |v |Δt

ΔV Δt
ΔV 1 2 v1

ΔV nΔV f (v1) d3v1 v2 ΔV nΔV f (v2) d3v2
2 v2 2
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σ |v1 − v2 |Δt 1 nσ |v1 − v2 |Δt f (v1) d3v1 ΔV 2

nΔV f (v2) d3v2 v1 v2 1
2 1
Δt ΔV v1 v2

nσ |v1 − v2 |Δt f (v1) d3v1 nΔV f (v2) d3v2 1 2
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围”都是相同的有效横截面积 ，于是无论  的具体方向，在  时间内，柱体体积 

 内所有速度为  的分子都会飞来撞击靶子。这时候就需要用到Maxwell速度

分布（2.4.1），分子速度在  附近的概率为 

 

柱体内总分子数  乘以上述比例就得到，会以特定速度  撞上特定速度  

的一个靶分子的分子数量为 。在我们考虑的小体积  中总共有 

 个分子，其中有  比例的速度在  附近的靶分子。前边的“多个撞一个”的碰

撞数量再乘上  中速度在  附近“被撞击”的靶子数量  就得到全部速度  

的分子们撞上全部速度  的分子们，“多个撞多个”的碰撞总数 

	 	 	 	 （2.5.bs） 

我们注意到（2.5.bs）对二个参与碰撞的速度是完全对称的，并无所谓“谁来撞谁”。下一

步就要考虑发生碰撞所有可能的速度组合，对每个靶速度 ，积分所有可能的  就得到 

 内以所有可能的速度与具有  这一特定速度的一类靶分子发生碰撞的分子数量。然后

再积分所有可能的 ，就得到“以所有可能的速度撞击所有可能的速度”之总数。上述整个

过程相当于按速度归类，穷尽  中所有可能的靶子类型：每一个分子都被当作靶子一

次，先拿  类的一个分子，对表达式  积分  累计了所有该单个

分子发生的碰撞数；然后乘上  是这同一  类分子们发生的碰撞数，再积

分  穷尽全部速度类，就累计出体积  中全部分子在  时间内发生的碰撞总数 

	 	 （2.5.bt） 

注意到（2.5.bt）中二重积分表示的意思恰好是“分子平均相对速率”，即任意一个分子  

相对于任意另一个分子  有个相对速度 ，（2.5.bt）的积分正好是这个相对

速度大小取遍每一对分子算出来的平均值 。于是（2.5.bt）可以写成 

	 	 （2.5.bu） 

特别提请注意，（2.5.bt）和（2.5.bu）这个“碰撞总数”是  中  内每分子每发生/参与

一次碰撞都累积计入所得到的，因为单次碰撞总牵涉二个分子，如果我们关心“二体碰撞

次数”，则重复计数了一次。只需回顾得出（2.5.bt）和（2.5.bu）的过程就能看出，对每

个“被动”被撞的靶分子穷尽了所有“主动”跑来撞上它的分子（编号 类），然后又穷尽了

所有可能的靶分子（编号 类）；显然“撞人者也被撞了，被撞者也撞人了”，每一对参与

二体碰撞的分子中的每一个，都被当做“被动”靶子一次，又被当作“主动”分子一次。计算
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1
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|vrel | = |v1 − v2 |

# of collisions = ΔV Δt n2σ |v1 − v2 | = ΔV Δt n2σ |vrel |

ΔV Δt

1
2



（2.5.bt）中积分（即累积碰撞数）时，发生单次二体碰撞的随意二个分子  和 ，以 

，  计数一次，又以 ，  重复计数一次，求和算进2次其实二体碰撞只

发生了1次。于是我们得到结论，  中  内发生的二体碰撞数为（2.5.bt）或（2.5.bu）

的一半： 

 

• 我们先不着急计算  的确切值，有了碰撞数（2.5.bu）现在可以表达平均自由时间和

平均自由程了。注意一件事，每一次二体碰撞终结了二个自由程：任何一次二体碰撞涉及

二个分子，二者各自之前的“自由运动”都终断了。这样一来，在时间  内体积  之中

终断的平均自由程数目是二体碰撞数目的2倍，正好就是（2.5.bu）这个数。换句话说，在

体积  中  这段时间曾经存在过的分子自由程总数为（自由程不断终结再产生）： 

	 	 	 	 （2.5.bv） 

而  中分子总数为 ，于是  内平均每分子拥有/走过的自由程数量为 

	 	 	 	 	 （2.5.bw） 

用  除以（2.5.bw）就得到分子运动的平均自由时间（相继碰撞平均间隔时间） 

	 	 	 	 	 	 （2.5.bx） 

与上文幻影分子碰撞其他静态分子的模型所得结果 比较，已经看出差异所在。

考虑到分子运动的平均速率 ，最终得到平均自由程为 

	 	 	 	 	 （2.5.by） 

我们看到这个稍加完善的模型比上文静态模型  多了一个因子 ，在同一量级上

略有修正。 

• 现在具体计算一下因子 。先算平均速率，从Maxwell分布直接积分 
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（2.5.bz） 

其中定义了（无量纲化）  并简记 , 单位球面上的立体角积分 

，而 。作为比较，能均分定理（2.4.17）给出分子平均动能 

，于是分子方均根速率  略大于平均速率（2.5.bz）。 

下一项，平均相对速率，将Maxwell分布代入（2.5.bt）的二重积分中 

 

	 	 	   

      	 	     （2.5.ca） 

如同计算平均速度中一样，其中定义了（无量纲化） ， 。

单独拿出（2.5.ca）中的积分，注意到 

 

不妨做换元 ， ，于是 ， ，则积分 

	 （2.5.cb） 

记  为3维单位矩阵（identity matrix），则（2.5.cb）中雅可比行列式（Jacobian） 

	 （2.5.cc） 

（2.5.cc）代入（2.5.cb）继续积分，如同之前计算平均速度一样简记 ，立体角的

积分也毫无区别，  部分的积分（Gaussian integral）直截了当： 

=
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		 	 	 	    （2.5.cd） 

将（2.5.cd）代入（2.5.ca）就得到平均相对速率 

	 	 	 （2.5.ce） 

表达式（2.5.ce）中我们特意与（2.5.bz）相比较，将平均相对速率写成平均速率的  

倍。有了这个比例 ，我们最终得到这个略加修正的动态模型中 

平均自由时间（2.5.bx）： 	 	 （2.5.cf） 

平均自由程（2.5.by）： 	 	 	      （2.5.cg） 

• 最后点明一个要点，我们这个平均自由程的动态模型，从一开始试图计算  体积中  

时间内的分子碰撞数量（2.5.bs）和（2.5.bt），自动出现平均相对速率表达式的整个推演

过程中，一个关键的假设是：热平衡下分子位置、速度分布都是独立的，一对分子的联合

分布等于各自（边缘）分布的乘积。倘如不做这个假设，  时间内  位置附近一块小体

积  中的分子碰撞总数需要表达成（记  为系统分子总数） 

 

	 	 	 （2.5.ch） 

其中关键的函数  是第  个分子在位置  具有速度 ，且第  个分子在位

置  具有速度  的联合概率密度。（2.5.ch）等式左侧积分中的  要求碰撞发生

在同一位置，即使进一步假设第  个分子出现在 ，第  个分子也出现在  概率不仅与

二者速度无关，而且一个分子出不出现在  位置与另一个分子出现的位置也无关（也就
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是假设分子空间分布是独立的），即 ，其中  

为  处的分子数密度，（2.5.ch）也只能简化成 

	 	 	 （2.5.ci） 

其中  是第  个分子速度为 ，且第  个分子速度为  联合概率密度。碰撞数

（2.5.ci）要化成（2.5.bt）还需要要求速度也是独立分布  ，而热平

衡则保证了速度的联合分布一定等于若干个Maxwell分布的乘积。 

扩散  

上述气体中动量输运的普遍表达形式可以扩展到一般流体中其他物理量的输运。其中一个物理
量是流体中悬浮颗粒的数密度 。这些颗粒可以是大分子，例如溶解于水中的糖分子，或者
1827年植物学家 Robert Brown（罗伯特·布朗，1773–1858）所注意到的从花粉粒中释出的微
小有机物质，亦或将在下一节中讨论的用于研究扩散的人工制作的小球。这些颗粒的守恒要求
其数密度  满足普遍形式的方程（2.5.2）： 

	 	 	 	 	 	 （2.5.22） 

其中  是流体的体块速度。如同在方程（2.5.5）中，我们再次将流密度中的对流项  与扩散
项  分开。由于  本身是Galileo不变的，扩散项  必须是一个Galileo不
变的向量。如果数密度  变化的尺度远大于相关的平均自由程，则其由一个只含单一梯度的项
所主导，形式只能是 

	 	 	 	 	 	 （2.5.23） 

其中，  是一个被称为扩散常数的系数。 

例如，如果流体静止且  不依赖于时间和位置，那么方程（2.5.22）的形式就会是 

	 	 	 	 	 	 	 （2.5.24） 

这是一个解： 
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	 	 	 	 （2.5.25） 

其中  是一个常数，等于悬浮在流体中的粒子数 。（从这里也能看出由方程
（2.5.23）定义的系数  必须为正。）这个分布是球对称的并且局部集中在量级为  的
半径范围内，该半径由于悬浮颗粒在流体中的扩散而随时间推移扩展。 

1905年Albert Einstein （阿尔伯特·爱因斯坦，1879–1955）生动地描述了扩散如何从悬浮颗88

粒的微观运动中产生。考虑一个时间间隔 ，短于分布函数显著变化的时间尺度，但又长到足
以使一般的悬浮颗粒与流体分子碰撞多次。在这段时间内每个悬浮颗粒的位置跳跃了一定的随
机向量 。这些跳跃量因悬浮颗粒而异，其区别由某种统计分布支配。那么，对于体块速度  
为零的情况，数密度  在这一时间间隔内变化为 

 

其中，上划线表示对悬浮颗粒的平均。假设  在时间  和距离  的量级上变化缓慢，
我们可以将二侧展开成  和  的Taylor级数： 

 

在假设  在所有方向都同样可能的前提下，我们有 

，	 	  

因此，截至主导项 

 

将之与无体块速度的扩散方程（2.5.24）相比较，我们看到均方位移随着时间增加为 

	 	 	 	 	 	 	 （2.5.26） 

这与扩散方程的特解（2.5.25）一致；计算积分  给出 。 
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|Δ |2 = 6 τ D

x2 = ∫ N−1 ν(x, t)x2 d3x x2 = 6 Dt

 作者注：A. 爱因斯坦，《物理年鉴》17，549（1905年）（Ann. Phys. 17, 549 (1905)）。88



扩散常数可以通过观察悬浮颗粒随时间的扩展分散来测量。下一节将讨论Einstein以基本常数
来计算扩散常数  并用其来测量这些常数。 

扩 散 方 程 的 解 *  

作者给了扩散方程（2.5.24）的一个解（2.5.25），我们顺便也将求解过程练习或者复习一下。

我们要解决的问题是三维无界空间中的颗粒数密度 ，同时满足方程和初始条件 

，	 	 	 	 	 	 	 （2.5.cj） 

其中  是总颗粒数。（2.5.cj）的解法颇多，我们就写一套比较朴实而传统的对付

线性方程的办法：Fourier变换解Green函数。所谓Green函数 ，此处指的是在任意

位置  任意时刻  出现的一个点源，于位置  时刻  形成的浓度/数密度，也可以说成  瞬间 

 处的单独一个单位的颗粒物的扩散结果。不引起混淆的情况下，简记Green函数为 ，

规定其满足如下扩散方程： 

	 	 	 （2.5.ck） 

我们先求解（2.5.ck），稍后再解释如何利用点源叠加成（2.5.cj）的解。继续传统方案，选取

一套正交归一完备的函数基（Fourier baisis）： ，就有 

  	 	 	  

	 	 	 （2.5.cl） 

在此Fourier基下将Green函数展开成  

		 	 	 （2.5.cm） 

代入（2.5.ck），方程右侧 -函数也展开（2.5.cl），相当于（2.5.ck）整个方程用Fourier基重新

写，得到代数方程 

 

于是得到Fourier基下的Green函数 

D
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接下来要积分逆变换（2.5.cm） 

	 	 	 （2.5.cn） 

首先积分  这一重 

 

 

	 	  

	 	 	       （2.5.co） 

其中  为Heaviside阶梯函数，当  时 ，而  时 。将这部分结果

（2.5.co）代入（2.5.cn）继续  这三重积分 

 

 

 

其中 ，最后三重积分贡献为 ，于是得到

（2.5.ck）所要求的Green函数 

		 	 	 （2.5.cp） 
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注意到 ，其实已经相当于（2.5.25）中 （单个/单位颗粒）从 

 释放的情况。现在要用Green函数（2.5.cp）构造（2.5.cj）的解，初始值问题（2.5.cj）是

无源的，意思是并没有源源不断的新颗粒产生，只是初始零时刻的颗粒分布如何扩散（影响  

时刻）；而Green函数描述的是任意  时刻的点源如何扩散（影响  时刻），这样一对照我们

发现如下二个问题在  是等价的： 

• 初始分布  从  开始按照无源方程  扩散；	  

• 直至零时刻一无所有 ，突然在  时刻出现与前一情况相同初始分布 

 作为源，接下来从   开始按照无源方程  扩散，而  

趋于零； 

换句话说对于  有源方程 

	 	 	 	 	 （2.5.cq） 

与初始条件的无源方程（2.5.cj）等价，而（2.5.cq）的解立刻可以由Green函数叠加而成	 

（2.5.cr） 

作者给出的解（2.5.25）相当于零时刻将  个单位的颗粒放在原点 ，即 ，将

其代入（2.5.cr）立刻得到（2.5.25） 

 

 时  是三个独立的正态分布乘积，每个都是期望为零，方差为 ，于是其总的

方差/方均为 

 

 

与（2.5.26）随机跳跃的结果完全一致。 

∫ G(x, t) d3x = H(t − t′￼) N = 1
t′￼= 0

t
t′￼ t

t > 0

ν(x, 0) = ν0(x) t = 0+ ∂t ν − D∇2ν = 0

ν(x, 0) = 0 ϵ > 0
ν(x, ϵ) = ν0(x) t = ϵ ∂t ν − D∇2ν = 0 ϵ → 0+

ϵ → 0+

∂t ν − D∇2ν = ν0(x) δ(t − ϵ)

ν(x, t) = ∫ϵ→0+

G(x, t) ν0(x′￼) δ(t′￼− ϵ) d3x′￼dt′￼= H(t) ∫
ν0(x′￼)

(4π D t)3/2 exp (−
(x − x′￼)2

4 D t ) d3x′￼

N x = 0 ν0(x) = N δ(x)

ν(x, t) =
N

(4π D t)3/2 exp (−
x2

4 D t ) H(t)

t > 0 ν(x, t)/N 2Dt

x2 = ∫ℝ3

ν(x, t)
N

x2 d3x =
1

(4π D t)3/2 ∫ℝ3

x2 exp (−
x2

4 D t ) d3x

= 3
1

(4π D t)1/2 ∫ℝ
x2 exp (−

x2

4 D t ) dx = 3 ⋅ 2Dt = 6 Dt



2 . 6  原子尺度  

我们已经看到了，以多种方式方法在十九世纪所做的观察提供给物理学家的数值，只能获得表
征单个原子或分子尺度的量之比例。气体的研究使得测量气体常数  成为可能（其中 
 是Boltzmann常数，  是一个原子，倘若其原子量为  的话，所应拥有的质量，与

Avogadro常数的关系是  ）；电解的研究使得测量Faraday常数  成为可能
（其中  是在电解中所转移的最小电荷）；而且，如果假设电子的电荷与电解中转移的电荷单
位  相同，阴极射线偏折的研究会使得测量  成为可能。此外，假设液体和固体中的分子
都是紧密堆积的，那么已知液体或固体的质量密度就可以给出单个分子质量与体积比的近似
值。测量  或  或  或  或任何分子的大小就可以得出所有这些量的结果。在二十世纪之
前，精确测量这些单个量中的任何一个都是不可能的，虽然这并不是说十九世纪的化学家和物
理学家没有进行过尝试。 

十九世纪的估算  

根据方程（2.5.21），已知温度和分子量的气体其粘度由已知量乘以  给出，其中  是气
体分子的质量而  是它们的有效截面积。定义有效半径  使得  并且将液态密度设为 

，可以给出对  和  两者的估算。通过这种方式，1865年Josef Loschmidt（约瑟
夫·洛施密特，1821–1895）估算出空气分子的直径约为 ，等效于得出 

，约大了十倍。 

籍此以及对气体性质的类似研究，G. J. Stoney（G. J. 斯托尼，1826–1911）在1874年估算等
效相当于 。然后，利用在电解中测量的  数值，他估算出  库仑。
他将这个量称为电质（electrine）。 

电子被发现后不久，人们就努力试图直接测量其电荷。在Thomson的卡文迪许实验室
（Cavendish Laboratory），J. S. E. Townsend（J. S. E. 汤森，1868–1957）研究了在电解生
成的气体中围绕带电离子所形成的下落的水滴云。如果水滴的半径是 ，质量是 ，那么正如
2.5节中讨论的，它们会达到一个终端速度 ，在此速度下粘性阻力平衡重力，其中  
是空气的粘度。测量终端速度和空气粘度就可以得到  的值。第二个  与  之间的关系由
已知的液态水密度  提供，这给出 ，因此  和  就都可以知道了。然后收集水
滴，测量它们的总质量和电荷。总质量与每个水滴的已知质量  的比值给出了水滴的数量，

R ≡ k /m1

k m1 1
NA = 1/m1 F ≡ e/m1

e
e e/me

m1 k e me

m /σ m
σ a σ ≡ πa2

m /(4πa3/3) a m
10−7 cm

m1 ≈ 2 × 10−23 g

m1 ≈ 10−25 g e/m1 e ≈ 10−20

a m
mg/6π ηa η

m /a m a
ρ m = 4πa3ρ/3 m a

m



电荷总量与水滴数量的比值则给出了每个水滴的电荷。这个电荷被发现总是接近同一个电荷单
位的整数倍，Townsend 估算其为  库仑，大约是Stoney所得值的10倍。Thomson
本人和H. A. Wilson（H. A. 威尔逊，1874–1964）也得到了类似的结果，都不是非常准确。 

二十世纪初见证了科学家们在原子量级的知识上取得的巨大进展。这一进展有三个主要来源： 

• 对油滴所带电荷的精确直接测量给出了  的值； 

• 测量悬浮在流体中的小球的扩散效应给出了Avogadro常数  的值； 

• 对黑体辐射的研究给出了  的值。 

电子电荷  

Townsend等人做水滴估算电子电荷研究时出现的一个问题是，水滴的质量在实验过程中并不
保持固定，因为水会蒸发。为避免这个问题，Robert Andrews Millikan（罗伯特·安德鲁斯·密
立根，1868–1953）于1906年研究了单个油滴，而这些油滴从被  射线电离的空气拾取电
荷。与Townsend等人实验中的水滴不同，这些油滴足够大以至于Millikan能够研究单个油滴的
运动。与早期的实验一样，Millikan可以在没有外部电场的情况下从油滴的终端速度来测量单
个油滴的质量  和半径 ，用到已知的油密度和空气粘度。然后，当他打开竖直方向的强电
场  时，携带电荷  的油滴除了重力  外，还将感受到电力 ，因此终端速度将被改变 

 这样一个量。测量终端速度的变化，并已知  和 ，便可以计算油滴电荷的变化。
例如，在一轮实验中电荷 （单位为  库仑）的变化值为 

9.91，−11.61，1.66，5.00，1.68，−8.31，6.67，5.02，等等， 

都接近  库仑的整数倍。重复多轮实验后，Millikan得出结论说，电荷的基本单位
为  库仑。（现代值为  库仑。）这立即
使得计算 （从Faraday常数 ）、 （从理想气体常数 ），等等成为可能。更重要
的是，观察到油滴的电荷接近于一个单位电荷的整数倍，给出了电荷离散性的直接证据。 

Milliken实验中几个为减少误差而做的小设计值得一提。Milliken令携带着电荷的油滴处在两个

电极板之间，追踪到一个确定的油滴之后，先测量未施加电场时油滴稳定下来的运动终端速

度，标记为 ，其中脚标  表示速度的方向是下落“falling”。利用Stokes定律，可以写出 

 

1.1 × 10−19

e

NA = 1/m1

k

X

m a
E q mg qE

qE /6π ηa m a
q 10−19

1.66 × 10−19

e = (1.592 ± 0.003) × 10−19 e = 1.6021765 × 10−19

m1 e/m1 k k /m1

vf f

6π ηavf = mg − FB =
4
3

πa3 (ρo − ρa) g



其中  为油滴半径，  为油滴重力，  空气为浮力，  和  分别为油滴和空气的密度。再

用上已知的（依赖于温度的）空气粘度系数  ，可以得到该油滴的半径 。而一旦电场打开，

每个油滴又多受一个电场力 ，同理可以写出此时的终端速度  

   

其中第二个等式用到了电场打开之前测得的下落终端速度 。这里脚标  表示上升“rising”——

我们想调整电场直至油滴进行反方向的运动，因为速率越小相对误差就越大（无论是将油滴调

整到近乎静止，还是让其稳定到一个原方向上更小的速度）。这样我们自然得到油滴上的电荷 

： 

 

之所以作者在文中说“油滴电荷的变化”，很可能是因为Milliken原本的实验中，打开电场测量

了终端速度之后，Milliken又用  射线照射空气导致其电离产生更多电荷。Milliken调节了射线

的浓度以至于每次喷出来的电荷最可能让油滴带上一个单位电荷或者不变。喷射  射线之后，

油滴将带上更多电荷，在一个新的终端速度  下稳定。再次重复上述测量，则可以获得喷射之

后油滴上的总电荷 ： 

 

测量电荷改变之后的向上终端速度  ，得到变化后的电荷 。油滴第一次自动带上的电荷一般

数量级都在几十个电子单位，但是  射线的喷射可以让油滴的电荷变化量在单个电荷的数量级

上，有利于进一步锁定单个电子的电荷量。 

布朗运动  

流体中悬浮粒子的扩散不仅取决于粒子的大小和形状，还取决于流体的性质和基本常数。当扩
散粒子是分子时，如溶解在水中的糖分子，我们无法从由这些分子组成的固体或液体的性质精
确推断出分子本身大小形状的相关信息。在二十世纪的第一个十年， Einstein构想通过观察人
造颗粒的扩散来得知基本常数，就比如小圆球，其形状、大小和质量是准确已知的。（这种扩
散是所谓“布朗运动（Brownian motion）”的特例，得名于植物学家Robert Brown（罗伯特·布
朗），前一节已有提及。）

a mg FB ρo ρa

η a
qE vr

6πη avr = qE − mg + FB = qE − 6π ηavf

vf r

q

q =
6π ηa (vf + vr)

E

X
X

v′￼r

q′￼

q′￼=
6π ηa (vf + v′￼r)

E

v′￼r q′￼
X



Einstein注意到一个常见的现象，即在流体中的颗粒——如悬浮在流体中的小球——可以获得
一个不随时间改变的非均匀平衡分布，这种情形下扩散效果被作用在每个小球上的稳恒外力  
所抵消。例如，这个力可以是重力和浮力的合力，于是其大小为 （其中  是

重力加速度，  是球的质量，  是被小球排开取代的流体质量），并且它作用在  方向

上，其中  是高度。平衡时这个力被一种称为渗透压（osmotic pressure）的压强所平衡。若
小球与流体在均匀温度  下热平衡，因而根据能量均分定理具有动能 ，其随机运动——
也就是扩散现象的起因——会施加一种压强，根据推导理想气体定律（1.1.5）的论证方法，这
个压强的值为 ，其中  是竖直坐标  处每单位体积中的小球数。在均匀的绝
对温度  下平衡时，对于处于高度  与  之间面积为  的一块板 之中的这些悬浮颗89

粒，作用于其上的力相互平衡就要求： 

 

因此外力导致小球密度随高度增加而减小 

	 	 	 	 	 	 （2.6.1） 

Einstein指出除了力平衡外，平衡状态下还必须有流密度平衡。根据Stokes定律，作用在每个
小球上的外力  给予其一个向下的速度 ，其中  是小球半径，  是流体粘度。如
果没有扩散的补偿，这将给予这些球一个流密度 ，负号表示流密度是向下
的。但是由于  随高度增加而减小，扩散会产生一个向上的流密度，由方程（2.5.23）给出为 

，这二个流密度在平衡状态下相互抵消要求： 

	 	 	 	 	 	 （2.6.2） 

Einstein用方程（2.6.1）消去方程（2.6.2）中  这个量，并作出结论  90

	 	 	 	 	 	 	 （2.6.3）

本节附录给出了在无外力作用、扩散也实际发生的情形下此公式的一个更直接的推导（考虑了
可能的修正）。 

F
F = g(m − mdisp) g

m mdisp −z
z

T 3kT/2

p(z) = ν(z)kT ν(z) z
T z z + dz A

[ν(z) − ν(z + dz)] AkT = F × ν(z) Adz

ν′￼(z) kT = − Fν(z)

F v = F/6π ηa a η
−vν = − Fν/6π ηa

ν
−Dν′￼(z)

Fν(z)/6π ηa = − Dν′￼(z)

ν′￼/Fν

D =
kT

6π ηa

 译者注：原文中所谓具有一定面积  和微分厚度  的“一块板”（a slab）指的是流体中  高度附近的一89

块区域（水平薄片），其中悬浮颗粒数密度为 。
A dz z

ν(z)

 作者注：A. Einstein, “论热的分子理论对悬浮于静止液体中的小颗粒运动的要求”（On the Motion of 90

Small Particles Suspended in Liquids at Rest Required by the Molecular Theory of Heat），《物理年鉴》
17, 549 (1905)（Ann. Phys. 17, 549 (1905)）。由于  在最终公式中已经被消去，Einstein的结果与作用
在悬浮颗粒上的力的性质无关，尽管为简便起见我们假设了这个力与位置无关。

F



与糖分子或布朗运动（Brownian motion）中观察到的颗粒不同，用于此目的的人造小球可以
选成具有已知的均匀半径 ，因此在给定温度  下在已知粘度  的流体中测量 ，可以找到
Boltzmann常数 。  

在Einstein发布1905年论文之后的几年里，巴黎的Jean Perrin（让·佩兰，1870–1942）进行了
一项小物体扩散的实验研究。Perrin通过观察悬浮在竖直流体柱中的小球其密度随高度的减
小，测量了 （或者如他所说，Avogadro常数）。方程（2.6.1）具有基本解： 

	 	 	 	 	 	 （2.6.4） 

（Perrin以形式  给出这个解。）使用重力与浮力在小球上合力  的
已知值，得出 ，再用气体常数  的已知值， Perrin报告 得出Avogadro常数值为 91

，换算对应 。如当时常见情况一样，对这
个测量的不确定度的数值没有被给出。 

Perrin还在水平方向上对悬浮小球的方均根扩散进行了数分钟的显微测量，该方向无外力作
用。他发现如同预期，方均位移与经历的时间成正比。使用方程（2.5.26）给出了扩散常数  
的值，并利用Einstein公式（2.6.3）（Perrin像Einstein一样将其写作 ）92

他得出  ，对应于 。这个从直接观测扩散颗粒所93

得的结果与Perrin更早基于竖直流体柱中平衡状态的测量足够一致，支持了扩散是由于小球运
动与随机运动的分子相平衡的看法。 Perrin毫不犹豫地得出结论说，他的工作证实了分子的真
实性——他的结果总结在一篇题为《布朗运动与分子现实》的长文章 中。他的测量结果并没94

有差太多——根据分子量的现代定义，Avogadro常数的值为 。 

我们来整理一下流体中小球扩散的模型和Einstein以之计算微观常数的思路。悬浮在流体中的

大量全同（材料，质量等）小球与其周遭海量流体分子构成的系统，其模型可以看作： 

a T η D
k

k

ν(z) ∝ exp(−Fz /kT )

ν(z) ∝ exp[−NAFz /RT ] F
NA /R = 1/k R

NA = R /k = 7.05 × 1023 /mole m1 = 1.42 × 10−24 g

D
D = RT /6π ηa NA

NA = 7.15 × 1023 /mole m1 = 1.40 × 10−24 g

6.022142 × 1023 /mole

 作者注：J. Perrin, 《公报》（Comptes rendus）cxlvi, 167 (1908) 和 cxlvii, 530 (1908)。91

 译者注：一个读者也许会产生的困惑是：为什么同一个扩散系数  可以在有外场（纵向扩散）、无外场92

（横向扩散）的情况下被通用——原因是我们假设了  作为一个宏观经验常数只和流体本身的性质有关，
无所谓外界发生什么。按照Einstein模型（2.6.3）所给出的扩散系数表达式，将前文粘度微观模型
（2.5.19）和粗略的平均自由程模型（2.5.20）代入，得到 ，可以看到至少在

我们所讨论到的输运模型中，扩散系数取决于扩散小球的半径、单个流体分子的质量、有效横截面积等参
数，取决于流体分子系统温度、平均速率等统计量（后者可以进一步还原为以温度和分子质量表达），但并
不直接依赖于外场。

D
D

D = kT
2π mℓn |Δv |a

= σ kT
2π m |Δv |a

 作者注：J. Perrin, 《公报》（Comptes rendus）cxlvii, 1044 (1908)。93

 作者注：参见 Perrin，《布朗运动与分子实在性》（Brownian Movement and Molecular Reality），参考书目94

中已列出。



• 小球与分子并无“实质”区别，数学上小球只是一种质量大得多的分子，我们的系统相当于由

二种质量悬殊的分子构成。 

• 小球看作另一种分子构成的子系统/团簇（cluster）。流体分子之间的相互作用相对松散微

弱，有如气体；而团簇分子之间相互作用紧密得多，至少是有如很强的弹簧连接。团簇分子

之间相互作用如果强到“刚性固连”的极限情形下，团簇也就成了另一种刚性大分子。 

• 仅就动力学原理而言，无论是另一种超级大分子还是足够紧密的团簇亦或刚体，将力学系统

（包括统计力学系统）划分为若干相同或不同的子系统总是可以的，动力学原理适用于任意

大小的子系统；特别是，当我们关注（观测）的是小球作为子系统其质心的运动，那么总可

以将一个子系统的全部自由度写成质心自由度3个坐标变量以及子系统“围绕”质心运动（转动

振动等）的若干自由度坐标的总和，而任意子系统就其质心行为而言与一个质点无异。 

基于上述模型基本设定，从第一性原理出发，我们立刻可以写下小球（只关心其质心）和流体

分子系统的统计力学结论： 

• 宏观上看小球在流体中扩散，如果没有外力场/外场中的势能，则在热力学平衡下，整个系

统达到均匀温度 ，均匀压强 ，小球数密度  与流体分子数密度  在空间上都均匀

（ ），不随时间变化；微观上的平衡意味着小球向所有方向的扩散运动都等概率，平

均而言小球被分子从各个方向撞击效果抵消，小球和分子速度各自满足Maxwell分布（假设

二者之间相互作用也只是简单碰撞，其联合分布等于各自边缘分布/独立分布的乘积）。 

• 接下来开启外力场，如重力场 （对应重力势能 ），热力学平衡下整个系统依然达

到均匀温度 ，能均分（2.4.17）保证了无论单个小球还是流体分子其（质心）平均动能都相

同，满足 ，但压强和数密度不再空间均匀。由Gibbs分布（2.4.8）或针对气体

系统的Maxwell-Boltzmann分布（2.4.15），我们有二者数密度分布 

，	 		 	 	 （2.6.a） 

其中  为流体分子质量，  为小球所受重力与流体浮力之和。（2.6.a）看起

来明显不对称，照理说微观上并无“浮力”，微观上同等作为“分子”的小球并无浮力对应的势

能。我们来分析一下这个差别。 

如果我们有两种分子（  个质点  和  个质点  ）的混合气体置于重力场中，则平衡分

布为（即任意第  类分子处在 ，速度  的概率 ， ） 

	 	 	 	 （2.6.b） 

T p ν n
ν ≪ n

g ∝ − g ⋅ x
T

mass ⋅ v2 = 3kT

n(x) ∝ exp ( 𝔪g ⋅ x
kT ) ν(x) ∝ exp ( F ⋅ x

kT )
𝔪 F = g(m − mdisp)

N1 m1 N2 m2

i x v fi(x, v) i = 1, 2

fi (x, v) ∝ exp (−
1

kT ( 1
2

miv2 − mi g ⋅ x))



很明显无论分压强还是数密度的表达式，二种分子都完全对称，并没有哪种分子多受一个

力。对任何一种分子构成的子系统，进行一番如第一章1.1节中Clausius的论证，得到各自的

分压强都是（1.1.3）的形式 

	 	 	 	 	 （2.6.c） 

分别正比于对应的分子数密度 

	 	 	 	 	 	 （2.6.d） 

为了方便过渡到我们关心的小球与流体分子的情形，我们不妨认为二种分子一大（如蛋白、

DNA等大分子）一小（如氢气氧气等小分子） ，前者不仅质量大尺寸也大得多。而

浓度则是反过来 ，稀疏缓慢的巨大分子淹没在周遭迅捷簇拥的小分子海洋中，二者

数密度沿着  方向同步增大。微观上看，无论种类，每个分子平均动能都相等，都受到重力

场和其他分子的撞击作用；每个大分子受到的撞击绝大比例来自小分子，很小比例来自同

类，每个小分子则相反，主要受到同类撞击，偶尔受到大分子撞击；我们可以说，每个分子

受到的“压强”，按数密度比例  分别来自大分子和小分子。每个分子都受到重力而向  

方向加速，而同时受到反向的“压强差”（从分子所在位置算起，向  方向一侧分子浓度更

高，撞击比另一侧更频繁），平衡时二者平均意义上相互抵消；我们甚至可以不严谨地称这

个压强差为“浮力”，每个分子都受到来自同类分子和另一类分子的“浮力”。 

现在，考虑大分子越来越大达到宏观尺寸（小球），而同时越来越稀疏（宏观小球个数与微

观流体分子相差多个数量级），这个过程甚至可以想象成原本差不多的两种分子其中一种凝

聚成越来越大的而紧密的、宏观可见的团，这时候： 

3. 从小分子视角看，压强几乎完全是由同类提供的（即使我们有百万  甚至上亿  小

球，流体分子数量则轻易可以达到摩尔量级 ），小分子几乎遇不到大分子的撞击，小

分子的重力被其他小分子撞击的压强差抵消（小分子在同类中的“浮力”与重力平衡）；从

大分子视角看，大分子已经不能再视作质心这一个点，一个大分子从头到脚已经能看到宏

观上小分子数密度的变化（其尺度已然大到一个大分子的不同端已经跨过小分子统计/宏

观变量发生变化的量级），必须考虑小分子压强差或者传统意义的浮力。（2.6.b）和

（2.6.d）这样的简单形式不再正确，要改成（2.6.a）中的  那样。 

4. 同时，对一个大分子，来自小分子的撞击压力总和并不能完全抵消重力（否则重力场中的

流体浮力将能平衡任意物体的重力，与事实不符），平衡时还需要把前面忽略掉的大分子

浓度差所贡献的压强差补回来，这就是原文中的渗透压（osmotic pressure）。换句话说，

在大分子变成少数小球的极限下，流体分子的压强与密度变化几乎不受影响，而小球的平

衡则需要考虑同类小球的撞击贡献。这听起来很令人诧异，为什么大分子/小球的受力就

pi (x) =
1
3

ni (x) miv2 = ni (x) kT

ni (x) ∝ exp ( mi g ⋅ x
kT )

m1 ≫ m2

n1 ≪ n2

g

n1 : n2 g
g

106 108

1023

ν(x)



要考虑比例微乎其微的同类撞击贡献，而小分子/流体分子就不必呢？原因在于大分子/小

球跨过了宏观尺度，同类分子的浓度变化（其分压强正比于浓度）的累积/积分效果无法

再忽略（就像跨过宏观尺度的巨大分子需要考虑其受到宏观浮力一样）；不妨直接看

（2.6.a），现实情况下——比如小球悬浮在流体中——重力场  中一个宏观尺度  的

流体柱从上到下流体密度变化甚微，但小球浓度的同步变化则十分巨大，是前者的 

 倍，注意  是宏观量与微观量之差的量

级。简言之，小分子/流体分子数密度高，分压占比很大，但其分压的空间变化很小，而

大分子/小球的分压占比很小，但其分压的空间变化巨大；对一个大分子/小球而言，二种

压强空间的变化效果都不可忽略，前者积分称为浮力，后者称为渗透压。 

上述结论是从平衡态统计力学第一性原理直接得到的小球浓度/数密度空间分布，精彩的是，

还有另一种独立的理论路径，从输运方程和经验定律也能得到空间分布。这个路径的基本物理

图景如下： 

• 小球看作宏观物体，流体几乎可看作宏观连续介质，二者之间有明显粘滞。投入流体中的大

量小球在重力场  中被加速（重力大过浮力），因为流体粘滞，极其迅速达到终端速度 

，相当于大量小球以  向  方向运动聚集，沿着  方向堆积起越来越高的数密

度/浓度。同时，高浓度区域的小球在流体分子的撞击下向低浓度扩散，宏观上看浓度差异

越大（浓度梯度越大）扩散越快（扩散流也越强）。二者最终会平衡。 

• 宏观上我们有二个半经验定律：Stokes定律用以计算终端速度 ，其中会引入宏观经验

参数粘度 ；Fick定律（或者遵循作者原文中得到（2.5.23）的思路）用以计算扩散流密度 ，

其中会引入宏观经验参数扩散系数 。平衡的结果（浓度分布）一定可以用经验参数表达。 

• 这个图景可以类比于导体在外场下的电荷分布。如果施加外电场  于导体之上，导体中的自

由电荷会被其加速，因为电阻（微观上如与晶格碰撞等相互作用造成等效“阻力”）而达到稳

定的漂移速度，自由电荷沿着  方向堆积起来，同时形成反向的电场（削弱外电场的作用，

净电场减弱，类比于重力效果被浮力削弱）和扩散，最终自由电荷的二向流动也会平衡，导

体中会形成稳定的自由电荷分布。既可以从自由电荷气体的统计力学第一性原理出发写下其

分布，也可以从Ohm定律（经验定律）的电流 （  为电导率）和扩散定律（2.5.23）

的扩散流相平衡，用经验参数表达电荷分布结果。 

从上述流平衡和经验定律进行的数学推演如下： 

• 开启外力场  平衡后，统计上宏观上看小球浓度不再随时间变化，其空间分布满足

（2.6.a）。微观上看，并非啥都没发生，外场  是恒定的，但是压强/浮力则是碰撞的平均效

果，充满随机涨落。小球不断被短暂推向  方向，同时不断被撞击回去，二向流动平均而言

谁也不占优，抵消掉了。用最通俗的话说：动态平衡下，重力将小球向  方向拽，伴随着沿 

 方向浓度越聚越高，则同时越来越多小球从高浓度反向跳回，迁移去低浓度。微观上细致

g |Δx |

exp ( |F − 𝔪g | ⋅ |Δx | ) ≈ exp ( |F | ⋅ |Δx | ) |F − 𝔪g |
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的平衡（detailed balance）并不是“一切静止”，而是有多少小球被外场推移输运到新位置，

就有多少小球被撞击输运返回原位置。输运方程（2.5.22）的稳恒状态  要求 

，二项分别对应于我们情形中二种意义清晰的流动 

	 	 	 	 	 	 	 （2.6.e） 

其中  是外力场下小球们的“体块”流密度（类比于静电场下的电流密度或者重力

场下的水流密度等），而  则是来自撞击而形成的反向扩散流。 

• 方便之处在于，平衡时小球在外力场下形成的“体块”流速就是重力与浮力被粘滞力平衡 

 下Stokes定律给出的终端速度，实际上不依赖于位置 ： 

 

而扩散流的半经验结论是其正比于浓度梯度（2.5.23），于是（2.6.e）成为 

	 	 	 	 	 （2.6.f） 

这番讨论使得小球的数密度/浓度分布可以用宏观经验定律引入的参数——粘度  和扩散系

数 ——来表达，即 

		 	 	 	 	 （2.6.g） 

该结果一定与从 -定理得出的Boltzmann统计平衡分布（2.6.a）的是同一个解，也就是粘

度、扩散系数、小球大小、温度这些单独测量的宏观参数并非完全独立，需要满足 

 

在给定温度下，对于尺寸固定的小球，流体粘度与扩散系数成反比：粘度越大，越不容易扩

撒，反之亦然。 

最后的精彩不仅在于终于可以测量微观常数，而且基于原子假说独立预言的数学关系所得到的

微观常数可以互相印证，从而成为支持原子论的有力证据。如原文所述，通过测量竖直流体柱

中的小球数密度分布和已知的 ，Perrin从（2.6.a）可以计算Boltzmann常数  或者Avogadro常

数 ： 

 

∂t ν(x) = 0
∇ ⋅ (νv + j) = 0

jF + j = 0

jF = ν(x) v(x)
j

F − 6π ηavterminal = 0 x

v(x) = vterminal =
F

6π ηa

F
6π ηa

ν(x) − D∇ν(x) = 0

η
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6π ηaD )
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Perrin在显微镜中观察尺寸0.6微米的藤黄颗粒在10微米竖直距离上的分布。没有外力场的水平

方向，Perrin观察一段时间  小球的方均扩散计算出扩散系数 ，通过已知的粘度和小球尺寸

再次计算  或  

 

这二种测量计算得到一致的  或  明确支持了原子论构建的分子运动论扩散模型。 

黑体辐射  

正如我们将在下一章看到的，在1900年，Max Planck（马克斯·普朗克，1858–1947） 从他95

早期关于量子理论的思想导出了一个完全吸收体所发出的辐射能量关于频率分布的公式，该公
式依赖于  的值。将Planck的公式与观测结果进行比较会得到 。 

一致性  

这些微观参数测量之下的原子理论以及所得数值从各个结果的一致性中获得了广泛认可。例
如，1901年Planck用他测得的  与气体常数已知值  一起，计算出
Avogadro常数 ，与Perrin后来的结果  相
当一致。Planck还利用这个结果以及已知的Faraday常数  库仑/摩尔，
计算出电荷单位  库仑，与Millikan的结果非常吻合。 

这些基本常数的美好吻合促使了物质的原子理论被广泛接受。例如，化学家F. W. Ostwald（F. 
W. 奥斯特瓦尔德，1853–1932）曾是原子理论的坚定反对者，但在1908年他终于承认：“我现
在确信，我们最近拥有了物质离散性或颗粒性本质的实验证据，正是原子假说千百年来寻找无
果的。” 

一个反对的声音一直在。物理学家兼哲学家Ernst Mach（恩斯特·马赫，1838–1916）曾形容
“化学和物理中被人为假造的原子 ”——他始终未接受其存在。直到1916年，临终前不久，他96

t D
k NA

x2

6t
= D =

kT
6π ηa

k NA

kT k ≃ 1.34 × 10−16 erg/K

k R = 8.27 × 107 erg/mole K
NA = R /k = 6.17 × 1023 /mole NA ≃ 7 × 1023 /mole

F = eNA = 9.63 × 104

e = 1.56 × 10−19

 作者注：M. Planck, 《德国物理学会会刊》（Verh. d. deutsche phys. Ges.）2, 202, 237 (1900)。95

 译者注：原文用词是the artificial hypothetical atoms，人为假说的原子。96



宣称：“我不能接受相对论理论，就像我不能接受原子的存在及其他类似的教条一样。”这表明
一位科学家可以坚持自己的原则，勇敢地与科学界的广泛共识对抗，但仍然可能是错误的。 

附录： E I N S T E I N扩散常数的重新推导  

Einstein对方程（2.6.3）中扩散常数  的推导依赖于引入一个作用在悬浮颗粒上的外力 ，该
外力防止颗粒扩散扰乱其独立于时间的平衡分布。出现像重力这样的外力并不罕见，但理应也
可以在没有外力且扩散实际发生的情况下得到相同的结果。下面就是如此一个推导，该推导表
明对于质量不可忽略的粒子，会出现修正项。 

正在扩散的悬浮粒子在位置  和时间  的平均速度  由将方程（2.5.23）中的流密度设置
为  得出 ： 97

	 	 	 	 	 	 （2.6.5） 

根据Stokes定理，半径为  的球体在此平均速度下会感受到平均粘滞阻力： 

 	 	 	 	 	 （2.6.6） 

D F

x t v(x, t)
νv

v(x, t) = −
D∇ν(x, t)

ν(x, t)

a

Fvis = − 6π ηav =
6π ηaD ∇ν

ν

 译者注：注意，这里表示悬浮粒子平均速度的  和公式（2.5.22）中的  不是同样的含义，（2.5.22）中97

的  表示的是流体的体块速度，在写出（2.5.24）时我们假设流体整体静止而将其设置为了 。在2.6节
之前我们并未讨论流体中的扩散物颗粒整体有独立于流体的宏观流动，也就是说，即使在流体局部参照系下
扩散颗粒物也可以有非零的的平均速度这种情况。因此（2.5.22）中流密度  是流体携带扩散物的宏观流
动（流体本身的对流），只有这一项的话，跟着流体（相对于流体局部静止）走会看到扩散物浓度不变 

，因为扩散物在流体中并没有发生“扩散”，只是保持局部浓度跟流体同步运动。如果将扩散物浓度

类比为流体局部内能/热能，那就像是只有对流没有导热的情形。而2.6节Einstein模型和附录此处都在讨论
扩散物在外场下整体有宏观流动/体块流动，而其所处的环境流体依然是静止的（没有对流）。这时候
（2.5.22）中流密度项应该被细分成流体流速/对流部分 ，扩散物整体流速部分 （下标 表
示“扩散” diffusion），和纯粹扩散部分 ，即（2.5.22）应该写成

，这样就更不易混淆了。

v v
v v = 0

νv

d
dt ν = 0

νvfluid νvdiff. diff .
j = − D∇ν

∂
∂t ν + ∇ ⋅ (νvfluid + νvdiff. + j) = 0



负号表示粘滞力与  方向相反，因而与颗粒数密度梯度方向一致。扩散发生是因为这种阻力被
渗透压所克服。遵循导致方程（2.6.1）的相同推理，如果  的梯度沿  方向，那么在均匀温
度  这样一个环境下作用在面积为 ，厚度为 ，横置于  方向的小圆盘内颗粒上的力是
渗透压力 。将此除以圆盘中悬浮颗粒
的数量  会得到每个粒子上的渗透压力： 

 

由于在外力缺席的情况下  方向并无特殊，对于一般方向的梯度我们有： 

	 	 	 	 	 	 （2.6.7） 

假设粘滞阻力被渗透压完全抵消，我们有 

	 	 	 	 	 	 （2.6.8） 

这给出了Einstein的公式（2.6.3）： 

	 	 	 	 	 	 	 （2.6.9） 

更普遍地，我们应该考虑到粘滞阻力并未被渗透压精确抵消的可能性。在这种情况下，
Newton定律给出 

		 	 	 	 	 （2.6.10） 

其中  是球体质量，加速度  是平均速度对时间的全导数，既包括在固定位置的平均速
度变化，也包括颗粒以平均速度从一个点被带到另一个点的平均速度变化： 

	 	 	 	 	 	 （2.6.11） 

检查方程（2.6.5）、（2.6.11）、（2.5.22）和（2.5.23）可以看到，加速度的大小只能依赖
于  和 ，其中  也是  显著变化的距离尺度。量纲分析告诉我们其量级大小应为： 

	 	 	 	 	 	 	 （2.6.12） 
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给定  的话，这将导致  的值改变  这样一个量级，因而从方程（2.6.6）推
出的扩散常数值会随之移动一个因子，其量级为 

	 	 	 	 （2.6.13） 

Einstein给出  的公式仅在这个修正远小于1时成立。 

Einstein没有注意到这个修正，因为他假设外力防止了任何平均运动，因此不存在惯性力。但
这个修正会影响Perrin的扩散常数测量中悬浮球小球的水平扩散。我不知道Perrin实验中的参
数，但他从水平扩散和竖直分布的测量获得了相近的Avogadro常数值这一事实，表明在他的实
验中修正项（2.6.13）并不算大。 

这也让我们对Navier–Stokes方程（2.5.16）的推导更放心了，在该推导中我们假设了作为流体
性质变化的尺度量级 ，其倒数  的二阶项可以忽略。使用 ，其中  是典型粒子
速度，我们看到百分比修正项（2.6.13）的数量级为 ，其中  近似是粘
滞力减速一个半径 、速度  的颗粒至静止所需的距离。正是这种微观长度  与宏观变化尺
度  的比值的二次及更高次方在Navier–Stokes方程的推导中被略掉。

Fosm |Fvis | mD2 /L3

ΔD
D

≈ (mD/L3) × (L /6π ηa) ≈
mkT

L2 (6π ηa)2

D

L 1/L mv2 ≈ kT v
(ℒ/L)2 ℒ ≡ kT/6π ηav

a v ℒ
L
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